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Szkic uzasadnienia Twierdzenia Godla
o nieusuwalnej niezupelnosci arytmetyki liczb naturalnych

1. Wyjasnienie terminéw wystepujacych w powyzszym tytule

Alan Turing w artykule "Computing machinery and intelligence",! w odcinku pt. "(3) The Mathematical Objection",
przytacza wynik Godla (1931), a takze jego wlasny (1936), ktéry wskazuje na ograniczenie mocy obliczeniowej ma-
szyn Turinga (nazwanych "discrete-state machines" — dla odréznienia od maszyn analogowych, cechujacych si¢ stanami
ciaglymi). Wynik ten streszcza Turing nastgpujaco (we fragmencie kursywa, dodang przez WM).

There are a number of results of mathematical logic which can be used to show that there are limitations to the powers of discrete-
state machines. The best known of these results is known as Godel’s theorem, and shows that in any sufficiently powerful logical
system statements can be formulated which can neither be proved nor disproved within the system, unless possibly the system itself
is inconsistent.

To znaczy: w dowolnym dostatecznie mocnym systemie istniejq zdania [prawdziwe] — takie, Ze ani dane zdanie ani jego
negacja nie da si¢ w tym systemie dowies¢ [za pomoca czysto formalnych regut logicznych dowodzenial, o ile system ten
jest niesprzeczny.?

Przez dostatecznie mocny rozumie si¢ system z ktérego aksjomatéw da si¢ wyprowadzi¢ arytmetyke. Takim jest aryt-
metyka liczb naturalnych, logiki wyzszych rzedéw i in. Nie jest w tym sensie do§¢ mocny np., rachunek zdan, totez
twierdzenie Gddla go nie dotyczy (w systemie tym o kazdej formule da si¢ rozstrzygnaé, czy jest czy nie jest jego twier-
dzeniem, a stuzy do tego m.in. metoda zerojedynkowa).

Reguly dowodzenia (inaczej, reguly wnioskowania) czysto formalne to takie, ktére opisuja dozwolone w danym syste-
mie przeksztatcenia napiséw przez odwotanie sie wytacznie do ich formy, czyli ksztattu. Przyktadem — reguta odrywania:
Jjesli sq twierdzeniami systemu zdanie w formie implikacji i zdanie rownoksztatne z jej poprzednikiem, to jest tez twier-
dzeniem zdanie rownoksztattne z nastepnikiem. Taki charakter czysto formalny maja reguty systemu logiki w wersji tabel
analitycznych (drzew semantycznych), w wersji Stupeckiego i Borkowskiego itd.

Zeby przez kontrast lepiej uchwycié istote regut formalnych, poréwnajmy je z nastepujaca reguta wnioskowania: Z tego, Ze y

nastepuje po x nalezy wywnioskowad, Ze y nie jest przyczynq x-a. Reguta ta odwotuje si¢ nie do formy zdan bedacych przestanka

i wnioskiem, lecz do naszego rozumienia poje¢ przyczyny i nastgpstwa w czasie. Jako inny przyklad rozwazmy regule logiki

modalnej: z faktu zaistnienia czego§ mamy wniosek o mozliwosci zaistnienia (de esse ad posse valet illatio), lecz nie odwrotnie (de

posse ad esse non valet illatio. Réwniez i ta regula nie opisuje, jakie i w jakiej kolejnosSci wystepuja w przestance i wniosku ksztatty
symboli, odwotuje si¢ natomiast do znaczenia stéw ,,esse” i ,,posse”.

Ilekro¢ bedzie dalej mowa o dowodzie, dowodzeniu czy dowodliwosci, zawsze mieC si¢ bedzie na uwadze dowod
prowadzony za pomocg regut czysto formalnych. Jest to procedura zwana dowodem sformalizowanym. Ma ona cechy
algorytmu, jest to bowiem ciag instrukcji méwiacych jak sprawdzac krok po kroku poprawnos$¢ rozumowania, biorac pod
uwage jedynie fizyczne cechy symboli (ich ksztalt i potozenie), aby po skonczonej liczbie krokéw uzyskaé potwierdzenie
poprawnos$ci rozumowania, czyli stwierdzenie, ze wniosek istotnie wynika z przyjetych przestanek; tymi zas zawsze, w
ostatecznej instancji, sa aksjomaty danego systemu. Jesli algorytm taki przettumaczymy z jezyka logiki predykatéw na
jakis jezyk programowania, otrzymamy program komputerowy do sprawdzania poprawnosci dowodu.

Dla uniknigcia nieporozumien, rezygnujemy w obecnym teks$cie z uzywania stowa ,,dowdd” itp. w innych znacze-
niach, choé z tymi innymi spotykamy si¢ czgsto i w jezyku potocznym i w rozwazaniach naukowych. Nie uzyto
wigc w tytule obecnego tekstu stowa ,,dowdd”, cho¢ niektdérzy autorzy (np. Nagel & Newman [1952], stosujacy termin
,»proof™) postuguja si¢ nim dla okreslenia rozumowania Godla. Zamiast niego przyjeto termin ,,uzasadnienie” oznaczajacy
postepowanie, w ktérym moze wystapi¢ rozumowanie nieformalne. Takie jest — jak zobaczymy — rozumowanie Godla,
gdyz odwotuje si¢ ono do pojecia prawdy, ktérego nie da si¢ wyrazi¢ wewnatrz systemu sformalizowanego. Tak wigc,
Godel — podsumujmy — uzasadnia w sposéb nieformalny, ze o ile system arytmetyki jest niesprzeczny, nie kazda prawda
arytmetyczna jest w nim dowodliwa formalnie.

Powyzszy fakt nazwano niezupetnosciq arytmetyki; terminu ,,arytmetyka” uzywamy w calym obecnym tekscie na
prawach skrétu, majac zawsze na uwadze arytmetyke liczb naturalnych, tj. catkowitych dodatnich z wtaczeniem zera.

L Mind, vol. 59, no. 2236, Oct. 1950, 433-60.

2 Wiracenia w klamrach - WM. W powyzszym przektadzie przy stowie "system" opuszczono "logical"; jest to termin wskazujacy
na to, ze Godel i Turing traktowali arytmetyke jako dajaca sie¢ wyprowadzi¢ z logiki, wedle standardowego w owym czasie wzorca,
jakim byto dzieto A. N. Whiteheada i B. Russella Principia Mathematica (por. tytut referowanego tutaj artykutu Godla [1931]). Jest to
podejscie poprawne, ale stracito ono na aktualnosci za sprawa pewnych nowszych trendéw w metodologii matematyki.
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Jest ona niezupetna, skoro nie wszystkie prawdy arytmetyczne sa jej twierdzeniami, to znaczy zdaniami dajacymi si¢
wyprowadzié z aksjomatéw za pomoca czysto formalnych regut dowodzenia.

Nie jest to cecha, ktérg datoby si¢ usunaé przez uzupetnienie systemu o jakie§ nowe elementy, czy to aksjomaty,
czy reguty dowodzenia. Wprawdzie mozna go w ten sposob wzmocnic¢ i wtedy pewne prawdy dotad w nim niedowodliwe
stang si¢ dowodliwe, ale wtedy pojawia si¢ nowe zdania prawdziwe i zarazem niedowodliwe, a po kolejnym wzmocnieniu,
kiedy juz ich dowiedziemy, znowu znajda si¢ prawdy niedowodliwe, i tak bez korica. Z tego wzgledu mowa jest w tytule
o niezupetnosci nieusuwalnej. 3

Jak si¢ dowodzi za pomoca regut formalnych wie kazdy, komu dane bylo mie¢ kurs logiki formalnej z jej regutami
dowodzenia, czy to w formie drzew semantycznych (zwanych tez tabelami analitycznymi), w formie dedukcji naturalnej
Stupeckiego i Borkowskiego, czy jeszcze innej. Tym, czego tam si¢ dowodzi Srodkami logiki sa same twierdzenia logiki,
co jest pouczajace, ale nie az tak, jak dostrzezenie ptodnosci logiki w uprawianiu innych nauk, w szczegdlnosci mate-
matyki. Korzystne wigc bedzie dla dalszych rozwazan zapozna¢ si¢ z aksjomatami arytmetyki (zeby ten przywolywany
dalej termin nie brzmial pusto) oraz z przyktadowym dowodem jakiego$ twierdzenia arytmetycznego. PoSwigcimy temu
nastgpny odcinek.

2. Aksjomatyka arytmetyki, przyklady dowodzenia

Ujecie teorii naukowej w postaci niewielkiego zbioru aksjomatéw i definicji, z ktérych logicznie si¢ wyprowadza nie-
skoficzona potencjalnie liczbe twierdzen, jest genialnym wynalazkiem mysli greckiej. Taka strukture nauki postulowat
Arystoteles w swej teorii metododologicznej w Analitych Wtorych, okoto roku 350 p.n.e., a praktycznie zrealizowat ja w
pot wieku péZniej w odniesieniu do geometrii Euklides dziatajacy w szkole naukowej powstalej w Aleksandrii. Byta to
aksjomatyzacja, jak na obecny standard, daleka od doskonatosci, ale stanowita w dziejach mysli krok godny tytanéw. Na
ponad dwa tysiaclecia stata sig, obok sylogistyki Arystotelesa, wzorcem myslenia racjonalnego. Szczegélnie zaptodnit
on wielkich racjonalistéw 17-go wieku, jak Kartezjusz, Leibniz, Spinoza i Pascal, ktérzy postulowali stosowanie metody
aksjomatycznej we wszelkich dziedzinach wiedzy, ale w owym czasie skoficzylo si¢ na postulatach.

Dopiero koniec wieku 19-go przyniést imponujace wyniki, mianowicie aksjomatyzacje¢ rachunku logicznego (Gottlob
Frege, 1879), geometrii w jej nowym zaawansowanym stanie, oraz arytmetyki. Tego ostatniego dokonal w roku 1889
Giuseppe Peano, stad przyjeto si¢ okreslenie arytmetyka Peano. Oryginalng wersje poddawano réznym modyfikacjom,
zachowujac jednak jej zasadniczy sens. Postuzymy sig tu wersja uproszczona do trzech nastgpujacych aksjomatéw (jest to
ta sama, ktéra postuzyt si¢ Godel [1931)].

Al. V,—(0 = s(x)), w skrécie V(0 # s(x)), tzn. zero nie jest nastgpnikiem zadnej liczby.
A2, V.V, (s(z) = s(y) = = = y), tzn. liczby majace réwne nastepniki sa réwne.

A3, (2(0) A Vi (P(x) = P(s(x)))) = V. P(x) — aksjomat indukcji, gdzie ,,P” reprezentuje dowolna ceche orzekana o
liczbach.

Aksjomat indukcji mozna wyrazi¢ réwniez w postaci reguly, co tez uczynimy kierujac si¢ wygoda. W praktyce bowiem
dowodzenia postaé reguty, czyli przepisu postgpowania, bywa poreczniejsza, bardziej oszczedzajaca czas i wysilek, niz
posta¢ twierdzenia.* Oto Reguta Indukcji.

9(0), Vo (2(2) = (s(z))
V. ®(x)

Zobaczymy na przyktadach, jak narzedzia te si¢ sprawiaja w akcji dowodzenia. Dowiedziemy dwoch twierdzen aryt-
metycznych, ktérym jak najdalej do bycia rewelacyjnymi, ale za to tak prostych, ze dowdd nie powinien zmeczy¢ nawet
najbardziej meczliwych. Pierwszy z dowodéw ma potwierdzi¢ tg oczywisto$¢, ze zadna liczba nie jest swym wlasnym
nastepnikiem, a drugi tg, ze jednos$¢ mniejsza jest od dwéch.

Na ewentualne pytanie, dlaczego zajmujemy si¢ dowodzeniem takich oczywistosci, jak ta znana juz przedszkolakom, ze 1 < 2,

odpowiedZ znajduje si¢ w strukturze teorii aksjomatycznej. Do wynikow niebanalnych, dalekich od subiektywnej oczywistos¢i,

dochodzimy w procesie dowodzenia krok po kroku, wychodzac od najprostszych, na ktérych buduje si¢ nastepne, coraz trudniejsze
i ciekawsze.

Pzyktadem twierdzenia, ktérego nie odbieramy juz jako oczywiste, a majacego kolosalne zastosowania moze by¢ tzw.
podstawowe twierdzenie arytmetyki (z niego w sposoéb istotny korzysta sit w rozumowaniu Godla). Jest to twierdzenie, ze
kazda ztoZona liczba naturalna ma doktadnie jeden rozktad na czynniki pierwsze. Tutaj pzyktady dowoddéw czerpiemy
nie z zaawansowanych partii arytmetyki, ale z najbardziej elementarnych. To wystarcza, zeby zilustrowaé algorytmiczny,

3 Tym si¢ tlumaczy propozycja, zeby zamiast szeroko przyjetego angielskiego terminu ,,incompleteness” uzywac, dla wigkszej
Scistosci, terminu ,,incompletability”, co po polsku trzeba by oddac przez ,,nieuzupetnialnoS$¢”. Ale praktyczniej jest wprowadzi¢ termin
,hiezupetnos$¢ nieusuwalna” i uméwic sig, ze pomijajac dla skrocenia wypowiedzi przydawke, domyslnie bedziemy ja mie¢ na uwadze.

4 To rozwiazanie praktyczne stosuje (z pewna modyfikacja) za Andrzeja Grzegorczyka Zarysem arytmetyki teoretycznej, PWN 1971.
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czyli czysto formalny, charakter dowodzenia jako serii przeksztalcen, ktoérych si¢ dokonuje wedle regut uwzgledniajacych
tylko fizyczne (ksztatt i potozenie) cechy symboli. Oto przyktady.

T1. Vu(z # s(x)), tzn. zadna liczba nie jest swoim nastepnikiem.
Dowéd

1. V(0 # s(x)) ... Al (przyjmujemy ten aksjomat za pierwszy wiersz dowodu).

2. 0#s(0) .... 1, R.Op.Y, zpodstawieniem nazwy ,,0” za ,,x”, w skrécie: 2 /0.

3. VoVy(s(z) =s(y) =z =y) ... A2.

4. V(s(x) = s(s(x)) = x = s(x)) ... 3, ROp.Y, y/s(x).

5. Vu(z # s(z) = s(x) # s(s(z))) ... 4, RTranspozycji, . % (dowodliwa m.in. w Systemie Drzew
Semantycznych).
6. Vu(x # s(x)) .... 2,5, RIndukcji, gdzie wlasnosé @ polega na tym, ze dana liczba nie jest swym nastgpnikiem.

Stownie: Zero nie jest swym nastgpnikiem (wiersz 2). Zarazem: jesli jakakolwiek liczba nie jest swym nastgpnikiem, to
i jej nastepnik nie jest swym nastgpnikiem (wiersz 5). A wigc — w mysl Reguly Indukcji — zadna liczba nie jest swym
nastepnikiem (wiersz 6), c.b.d.d.

T2. 1 # 2, przy rozumieniu nazw ,,1” i ,,2” w mysl definicji: Df.I: 1 = s(0), Df.IL: 2 = s(1).

Dowéd A

. Ve(x # s(x)) ... TL
1+#s(1) ... ROpY, z/1.

.[\)i—t

3.1# 2 ... wiersz 2 i DfII, zastapienie ,,s(1)” przez ,,2”.

Dowé6d B (bezuzycia aksjomatu indukcji)
1. V(0 # s(z)) ... Al
0# s(0) ... 1, ROp.Y, z/0.
0#1 ... 2 DflL
Vo¥y(s(z) =s(y) =z =y) ... A2
VaoVy(z #y = s(z) # s(y)) .... 4, RTranspozycji.
0#1=5(0)#s(1) ... 5 ROp.Y, /0, y/1.
5(0) # s(1) ... 3, 6, R.Odr.

S A o S

1#2 ... 7. DL DfIL

Pouczajace jest poréwnanie dowoddw A i B. Pierwszy jest znacznie krétszy dzigki powotaniu si¢ na T1, do ktérego uzy-
skania zastosowano regule indukcji. Ilustruje to og6lniejsza prawidtowosé, ze przy zastosowaniu mocniejszych srodkow
dowodowych, jak wzmocnienie aksjomatyki lub zbioru regul, pewne dowody staja si¢ krétsze. Dodajmy, co wiadomo
skadinad, ze pewne twierdzenia, ktérych nie da si¢ w ogdle dowies¢ przy danym zasobie Srodkéw dowodowych, staja
si¢ dowodliwe po wzbogaceniu tego zasobu. Ma to kolosalne znaczenie dla tego dziatu Sztucznej Inteligencji, jakim jest
automatyczne dowodzenie twierdzei programem zwanym prover oraz automatyczne sprawdzanie twierdzen dowiedzio-
nych przez cztowieka czynione programem zwanym checker. Programy takie sa tym efektywniejsze, im mocniejsze si¢
zastosuje Srodki dowodowe w wykorzystywanej przez nie logice.

Nie zawsze takie wzmacnianie jest bezdyskusyjne. Niektdére srodki dowodowe sa niechgtnie widziane lub wrecz odrzucane ze
wzgledu na pewne opory filozoficzne. Np. filozofia nominalistyczna sktania do unikania logik wyzszych rzeddéw, tj. takich, w
ktérych dopuszczenie kwantyfikacji zmiennych reprezentujacych zbiory angazuje ontologicznie w poglad o istnieniu zbioréw,
uchodzacy wsréd nominalistow za rodzaj metafizycznego przesadu.

Ta gars¢ wiadomosci o arytmetyce postuzy jako jeden z tropéw prowadzacych do sedna rozumowania Gédla. Skrzyzuje
si¢ on z jeszcze innym tropem, nie mniej doniostym, o ktérym mowa w nastgpnym odcinku.
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3. Zdanie Godlowskie jako element osobliwej klasy zdan samo-krytycznych

Na ktéryms$ z zamierzchtych etapéw dziejow jezyka pojawit si¢ zaimek zwrotny, ktéry polszczyzna wyraza rdzeniem
»sam” (byt to tez moze moment narodzin Swiadomosci, gdy w taki samozwrotny sposéb umyst ludzki zaczat trak-
towac siebie). Obiektem zwracajacym si¢ ku samemu sobie moze by¢ umyst ludzki, i wtedy jest miejsce na okreslenia:
samoSswiadomos$¢, samolubstwo, samouwielbienie, samoksztalcenie, samopoznanie, samokrytycyzm itp. Tu jednak bgda
nas interesowaly inne obiekty zdolne do samozwrotno$ci, mianowicie wypowiedzi jezykowe. Istnieje kategoria zdan orze-
kajacych co$ o sobie, na tyle bogata, ze wyr6znimy w niej trzy klasy, zeby skupi¢ si¢ ostatecznie na jednej z nich — tej, w
ktérej miesci si¢ zdanie analizowane przez Godla, stusznie na jego cze$¢ nazwane godlowskim. Rozréznimy te klasy pod
katem stosunku do prawdziwosci, oznaczajac je kolejno literami A, B, C.

Klasa A jest tworzona za pomoca takich predykatéw, ze zdanie z danym predykatem w pewnych kontekstach jest
prawdziwe, w innych fatszywe. Naleza tu np. zdania nastepujace.

»Niniejsze zdanie jest wypowiedziane po polsku.” — prawdziwe.
»Niniejsze zdanie jest wypowiedziane po chinsku.” — falszywe.
,Niniejsze zdanie sktada si¢ ze stu wyrazéw.” — fatszywe.
,INiniejsze zdanie sktada si¢ z siedmiu wyrazéw.” — prawdziwe.

Klase A, cho¢ nie o niej bedzie dalej mowa, trzeba wspomnie¢ dla udokumentowania, ze zjawisko samozwrotnosci samo
w sobie nie jest czym$ negatywnym. Mamy tu do czynienia z wypowiedziami, ktére sa poprawne gramatycznie, zrozu-
miate, sprawdzalne co do wartosci logicznej i nie wiktajace si¢ w zadne sprzecznos$ci. Trzeba tg poprawnos$¢ mie¢ na
uwadze, zeby nie przypisa¢ catemu zbiorowi zdan samozwrotnych pewnego rysu patologicznego, ktéry cechuje klas¢ B.
Jej ostawionym reprezentantem jest wypowiedZ w rodzaju:

Zdanie umieszczone w tej ramce jest fatlszywe.

Konstrukcja ta ma liczne wersje, wszystkie sygnalizujace ten sam problem. Mozna ja tez uja¢é w sformutowaniu:
»Niniejsze zdanie jest falszywe”. Mozna ja zbogaci¢ o pewna fabule, jak to czynili starozytni, wsréd ktérych kursowat
stereotyp Kreteficzyka jako notorycznego ktamcy, tak iz uwazano, ze kazdy Kreteiiczyk w kazdej sytuacji ktamie. Wtedy
pojawiat si¢ problem, jak ocenié¢ co do prawdziwosci wypowiedZ Kretficzyka, ktéry by powiedziat ,,Ja teraz ktamie”. Jesli
moéwiac to ktamie, to prawda jest ze ktamie, a wigc prawda jest to, co méwi o sobie. A jesli mowi prawde, gdy powiada,
ze klamie, to naprawde¢ klamie, czyli czyni to, co sobie w tym zdaniu przypisuje; a skoro istotnie jest tak, jak moéwi, to
méwi on prawde.

Nad ta tamigtéwka wiele tegich giéw trudzi si¢ od conajmniej dwdch i pdt tysigcy lat. Rozmaite rozwiazania
zapetilyby pokaZny regat biblioteczny, co wystarcza, zeby si¢ nimi nie zajmowaé w ograniczonych objetosciowo ra-
mach tych rozwazan. Wspomnie¢ jednak klas¢ B nalezato, by zapobiec jej pomyleniu z klasa C, z pozoru podobna, a
w gruncie rzeczy bardzo odmienna. Podczas gdy kazde zdanie z klasy B okazuje si¢ beznadziejnie fatszywe, skoro jego
fakszywos$¢ wynika nawet z zalozenia, ze méwi prawde, to zdanie z klasy C jest, by tak rzec, beznadziejnie prawdziwe.
Nie ma bowiem mozliwosci, zeby byto fatszywe, skoro nawet z zatozenia jego falszywosci wynika, ze musi by¢ prawda
(natomiast, inaczej niz w przypadku B, z zalozenia jego prawdziwosci falszywos¢ nie wynika).

Z czego si¢ bierze tak osobliwa wiasno$é? Punktem wyjscia jest fakt, ze istnieja pewne kryteria prawdziwosci zdan
(spostrzezenie zmystowe, oczywistos¢ intelektualna etc.). Kazde takie kryterium jest warunkiem wystarczajacym praw-
dziwosci, nie bedac jednak koniecznym. Niech bedzie to kryterium, ktére oznaczymy umownie symbolem ,,K”. Pewne
zdania je spetniaja i to wystarczy, zeby przystugiwala im prawdziwos¢.

Bywa, ze jakie§ zdanie orzeka o sobie samym, ze spetnia, lub Ze nie spetnia kryterium K. Moze to przybraé¢ forme
wypowiedzi ,,Niniejsze zdanie nie spetnia kryterium K”. Dla dalszych rozwazani dogodnie bedzie zamiast postugiwac sig¢
terminem okazjonalnym ,,niniejsze” nada¢ zdaniu jakas nazwe, powiedzmy «, i postuzy¢ si¢ nig dla celéw samoorzekania.
Mamy wigc:

[a] Zdanie « nie spetnia kryterium K.

Jaka warto$¢ logiczng ma «, gdy przyjac, ze K jest warunkiem dostatecznym, a wigc gwarantem, jego prawdziwosci?
Musi to by¢ zdanie prawdziwe. Od tej koniecznosci nie ma ucieczki. Gdyby bowiem uznac, ze jest to zdanie falszywe,
to prawda byloby jego zaprzeczenie, a wigc to, ze spetnialoby ono kryterium K. Ale spenianie kryterium K pociaga z
koniecznosci prawdziwos$¢. A zatem, o ile « jest fatszywe, to jest prawdziwe. Takie wynikanie prawdziwosci z zatozenia
o falszywosci zapewnia, prawdziwos¢; obowiazuje wszak prawo logiki: (—p = p) = p.

Mozemy rozpatrywac rozne konkretyzacje powyzszego schematu. Jesliby za kryterium przyja¢ Boze objawienie zapi-
sane w ksigdze Swigtej, np. w Koranie, to wtedy musi by¢ prawdziwe zdanie:

[5] Zdanie [3 nie jest objawione.
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Zastosujmy do tego przypadku podane wyzej rozumowanie. Gdyby 3 byto falszywe, prawda bytaby jego negacja, a
wigc byloby prawda, ze jest ono objawione. Za$ jako objawione musi by¢ prawdziwe. Znéw prawdziwos¢é wynika z jej
zaprzeczenia, a wigc definitywnie si¢ potwierdza. Mozemy bra¢ dowolne inne kryterium, np. oczywistoS$¢ kartezjanska,
nazwawszy zdanie, ktdre ja posiada kartezjanskim. Wtedy musi by¢ prawda powiedzenie w rodzaju ,,Niniejsze zdanie nie
jest kartezjanskie”. Itd.

Zeby zamiast mato méwiacej etykiety ,,C” mie¢ do dyspozycji nazwe bardziej sugestywna, wypowiedzi z interesujacej
nas klasy okres§limy jako zdania samo-krytyczne. Ich przyktady to «, 3 etc. Ot6z do takich zdaf samo-krytycznych nalezy
to wystepujace w rozumowaniu Godla, ktére przyjeto si¢ nazywaé zdaniem godlowskim. Mamy w nim na uwadze prawde
matematyczna, a doktadniej, prawde w arytmetyce liczb naturalnych. Warunkiem wystarczajacym prawdziwosci jest to,
zeby dane zdanie byto dowodliwe z aksjomatéw arytmetyki (omawianych wyzej jako formuty Al, A2 i A3). Cechg t¢
nazywamy krétko dowodliwosciq. Oczywiscie, nasze kryterium funkcjonuje pod warunkiem, ze akjomaty sa prawdziwe;
wszak wywodzac coS logicznie wg regut logiki ze zdania falszywego, nie mielibySmy zadnej pewnosci, ze otrzymamy
prawde (cho¢ czasem mozna by jg otrzymacé przez przypadek).

Warunek prawdziwosci aksjomatyki jest rownowazny warunkowi jej nieprzecznosci. Sprzeczno$¢ bowiem implikuje
falszywos¢ ktoregos elementu w parze zdan sprzecznych. I odwrotnie, fatszywos¢ implikuje sprzecznos¢, gdyz ze zdania
falszywego wynikaja logicznie, a wigc sa dowodliwe, dowolne zdania, w tym pary zdarn sprzecznych. Np. ze zdania 1=2
da si¢ udowodnié sprzeczno$é, korzystajac z aksjomatu A2 (1 = 2 = 0 = 1), co daje wniosek 0 = s(0), sprzeczny z
aksjomatem Al.

Mamy juz wszystkie dane, zeby sformutowaé zdanie godlowskie w jego wersji metalogicznej. To znaczy takiej,
w ktérej zdanie to mowi co$ o sobie (greckie ,,meta” znaczy ,,0”), mianowicie o tej cesze logicznej, jaka jest niedowo-
dliwos¢. Ostatecznym przedmiotem rozumowania bedzie wersja zdania godlowskiego arytmetyczna, ale dla jej otrzymania
konieczna jest w punkcie startu posta¢ metalogiczna. Opatrzymy to zdanie etykieta ,,y” i niech to bedzie jego imi¢ wtasne.
Mamy wigc:

[v] Dla zdania ~ nie ma dowodu formalnego w arytmetyce liczb naturalnych.

Najkrécej: v jest niedowodliwe.
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4. Od skladni logicznej do arytmetyki przez odwzorowanie i kodowanie

4.1. Odwzorowanie naturalne. Prostym jego przykladem jest odbicie przedmiotéw w lustrze. Odbija si¢ w nim
fragment §wiata fizycznego — powierzchnie znajdujacych si¢ przed lustrem przedmiotéw. Jest to pewien system czyli
uktad (stéw tych uzywa si¢ zamiennie) fizyczny; nazwijmy go oryginalem. Odbicie oryginatu tez stanowi uktad fizyczny,
a migdzy nimi zachodzi taki stosunek, ze z opisu kazdego z nich mozna dosta¢ wiarogodny opis drugiego. Opis sktada
si¢ ze zdan, a kazdemu prawdziwemu zdaniu w jednym opisie jest jednoznacznie przyporzadkowane zdanie prawdziwe
w drugim; np. skradajacego si¢ napastnika potencjalna ofiara moze dostrzec w lustrze i bedzie to informacja tak samo
wiarogodna jak spostrzezenie w naturze. Owa wiarogodnos¢ to istotny dla dalszych rozwazan rys stosunku odwzorowa-
nia. W przypadku lustra i innych uktadéw fizycznych, jak §lad stopy czy fotografia, rys ten jest zagwarantowany przez
odpowiednie prawa przyrodnicze.

Odwzorowanie moze zachodzi¢ takze migdzy systemami, na ktére sktadaja si¢ nie elementy fizyczne lecz obiekty
abstrakcyjne. Stawnym historycznym przyktadem jest stosunek migdzy dziedzing geometrii i systemem liczb rzeczywi-
stych. Zachodzi, mianowicie, wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie liczb i punktéw w kartezjariskim uktadzie
wspoétrzednych. Zwiemy go kartezjariskim, gdyz przetomowe dla matematyki odkrycie tego odwzorowania, znane pod
nazwa geometrii analitycznej, jest dzielem Kartezjusza.> Inny stawny przyklad to wzajemne odwzorowanie systemu
opisywanego przez rachunek zdan (Z) i systemu opisywanego przez rachunek zbiorow czyli klas (K). Prawdg¢ logiczna
(tautologiczno$¢) oraz falsz logiczny (sprzeczno$¢) systemu Z odwzorowuja w systemie K, odpowiednio, klasa uniwer-
salna i klasa pusta. Negacji zdania odpowiada dopetnienie klasy, koniunkcji zdan iloczyn klas, alternatywie suma klas
itd.

Np. twierdzeniu ,,p V —p jest prawdq logiczng” odpowiada twierdzenie, ze klasa wraz ze swym dopetnieniem tworzy
klase uniwersalng: X U —X =/.

Twierdzeniu ,,p A —p jest fatszem logicznym” odpowiada twierdzenie, ze klasa wraz ze swym dopetnieniem tworzy
klase pusta: X U —X = 0.

Kazde ze zdan w takiej parze odpowiednikéw jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy prawda jest drugie. Jak ilustruja
powyzsze przyklady, dotyczy to zaréwno systemdéw fizycznych, jak i systemOw tworzonych przez obiekty abstrakcyjne
(liczby, klasy itp.). Jedne i drugie naleza do natury jako sfery, ktéra nie jest dzielem czlowieka, a ktéra odrézniamy od
sfery kultury. Nazwiemy wigc odwzorowania z dziedziny natury mianem naturalnych, a inne, o ktérych mowa nizej,
nalezace do kultury, mianem konwencjonalnych.

4.2. Odwzorowanie konwencjonalne przez kodowanie. Bywa, ze w stosunku odwzorowania jeden czton nalezy
do natury (fizycznej lub abstrakcyjnej), a drugi jest wytworem cztowieka, stanowiac system ustanowionych przezen kon-
wencjonalnie (umownie) znakéw. Wtedy mamy do czynienia z odwzorowaniem konwencjonalnym. Taki system znakéw
jest rodzajem szeroko pojetego kodu.

Z kodem w sensie Scistym, czyli szyfrem, mamy do czynienia wtedy, gdy wystepuja nie dwa systemy lecz jeden, opisywany
za pomoca dwoch jezykéw, z ktdérych jeden jest zastany, a drugi umyslnie wytworzony w celu przektadania nai wyrazen tego
pierwszego. Przektad, zwany kodowaniem lub szyfrowaniem, dokonuje si¢ za pomoca umyslnie utworzonego zbioru regut, tzw.
klucza kodowego. Zwykle ma to na celu utajnianie informacji, zeby nie miat do niej dostepu nikt, kto znajac jezyk zastany, nie zna
szyfrujacego go klucza, ktéry stuzy takze do deszyfrowania.

Szersze pojecie kodu otrzymujemy wtedy, gdy nazwiemy tym terminem konwencjonalny system znakéw, jak ten tworzacy np.
mape, majacy odwzorowywaé pewien system naturalny. Na miano kodu zastuguje taki system znakowy z tej racji, ze podobnie
jak w przypadku szyfru jest on wytworzony umownie do okreslonego celu. Stanowi on jednak, inaczej niz szyfr, osobng dziedzing
dajaca si¢ poréwnywac z kodowana przezen dziedzina naturalna.

Prostego przykiadu odwzorowania konwencjonalnego dostarcza kod znakéw drogowych. System znakéw jest przy-
porzadkowany pewnemu fragmentowi rzeczywistosci naturalnej, na ktéry sktadaja si¢ takie obiekty, jak zakrety, prze-
szkody, miejsca postoju, wielkoSci mogace cechowaé predkos$¢ pojazdu itd. Morat, jaki trzeba nam wyciagnaé z tego
przyktadu jest tylko jeden, ale bardzo dla dalszego rozumowania wazny. Mianowicie, gdy mamy dwa zdania, z ktérych
jedno opisuje pewien element naturalny, a drugie przyporzadkowany mu element konwencjonalny, pierwsze jest praw-
dziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe drugie. Moga to by¢ np. zdania ,,tu jest zakret” 1 ,,tu umieszczony jest znak
o takim a takim ksztalcie” (trzeba 6w ksztalt jakoS opisac); oczywiscie, przyktad ten dotyczy oznakowania bezbiednego,
gdy kazdy zakret opatrzony jest znakiem i nie ma go nigdzie, gdzie nie ma zakretu.

Wzmocnijmy jeszcze nasz moral przyktadem z mapa. Sktada si¢ ona ze zréznicowanych pdl traktowanych jako znaki
przyporzadkowanych im elementéw terenu: wigksze kétka przyporzadkowane wigkszym miastom, mniejsze mniejszym;
kreski niebieskie rzekom, czarne drogom; r6znym wzniesieniom — znaki zwane poziomicami itd. Mapa jest wiarogodnym
narzedziem orientacji w terenie dzigki temu, ze kazdemu zdaniu prawdziwemu w opisie mapy odpowiada (w idealnym

5 Towarzyszy temu anegdota opowiedziana przez samego Kartezjusza, ze stato si¢ to w wyniku Bozego natchnienia, ktére go nawie-
dzito wieczorem przy kominku na kwaterze w Ulm, gdzie miat postdj jako zotnierz najemny w wojnie trzydziestoletniej.
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przypadku) dokladnie jedno zdanie prawdziwe w opisie terenu. Na przyktad, jesli wedtug klucza kodowego 1cm. oznacza
10km., to zdaniu ,ko6tko oznaczajace miasto A dzieli Scm. od koétka oznaczajacego miasto B” odpowiada zdanie ,,od
miasta A do miasta B jest 50 km”. Kazde z nich jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy prawda jest drugie. Tego
rodzaju rownowazno$¢ migdzy zdaniami, ktére opisuja przyporzadkowane sobie wzajem elementy obu systeméw, odegra
decydujaca rolg w rozumowaniu godlowskim.

4.3. Godel: odwzorowanie naturalne przy pomocy kodowania. Celem rozumowania, do ktérego szykujemy
niezbedne instrumentarium, jest wykazanie, ze istnieja w arytmetyce zdania niezalezne czyli takie, ze ani dane zdanie ani
jego negacja nie da si¢ formalnie dowies¢ na podstawie aksjomatéw. Jako punkt wyjscia postuzy koniczace wyzej odcinek
3 sformutowanie:

[v] Dla zdania ~ nie ma dowodu formalnego w arytmetyce liczb naturalnych.

Nalezy ono do opisu systemu logiki; jest wigc wypowiedzia metalogiczna, a rozwazany opis nazywamy sktadniq lo-
giczng.% Wyobrazmy sobie, ze zdanie v zostalo zakodowane w jezyku arytmetyki. Staje si¢ wtedy formuta arytmetyczna
stwierdzajaca zachodzenie pewnego stosunku migdzy liczbami; jest ona niewatpliwie prawdziwa, skoro jest rOwnoznaczna
(na mocy klucza kodowego) zdaniu -, ktérego prawdziwos$¢ zostata wykazana (por. odc. 3). A jesli zdanie arytmetyczne
jest réwnoznaczne (na zasadzie przektadu kodowego) z prawdziwym zdaniem metalogicznym stwierdzajacym wtasng
niedowodliwos$é, to i zdanie arytmetyczne musi by¢ niedowodliwe.

Konieczny wigc bedzie klucz kodowy, ktéry umozliwi przektad zdania metalogicznego v na zdanie arytmetyczne.
W tym drugim nie moze si¢ pojawi¢ stowo w rodzaju ,.niniejsze”, obce jezykowi arytmetyki. Wyjscie z tej trudnosSci
polega na tym, ze dzigki pewnej pomystowej konstrukcji przyporzadkuje si¢ zdaniu arytmetycznemu jako jego numer tg
sama liczbe, powiedzmy N, o ktérej to zdanie co$ orzeka. Zeby uprzytomnié punkt docelowy naszego rozumowania,
przedstawmy sobie schematycznie, jaki bedzie ksztatt formuly arytmetycznej méwiacej o wiasnej niedowodliwosci. Ma
ona stwierdzi¢, co nastgpuje: nie istnieje ciag formut, ktéry bytby dowodem zdania majacego numer N.

Ciagom formut takze przyporzadkowuje si¢ numery kodowe. To wigc, ze nie istnieje ciag bedacy dowodem zdania N
znaczy, ze nie istnieje liczba, ktéra bytaby numerem takiego ciagu.

Rézne wyrazy z powyzszego zdania metalogicznego dadza si¢ zapisa¢ w jezyku arytmetyki. Stowom logicznym ,,nie”
(—) 1 ,.istnieje” (3) oraz zmiennej ,,z”” nasz klucz kodowy przyporzadkuje pewne liczby. Takze dla zwrotu metalogicznego,
,jest dowodem” znajduje sig sposéb zakodowania liczbowego, przez co otrzymamy symbol pewnej relacji arytmetycznej”
Oznaczmy ja symbolem ,,Ap” (Arytmetyczny odpowiednik Dowodliwosci), a bedziemy w stanie zapisa¢ schematycznie
zdanie arytmetyczne o wilasnej niedowodliwosci — gdy juz uda si¢ skonstruowacd je tak zmyslnie, zeby liczba stanowiaca
jego numer kodowy N byta ta sama liczba, o ktérej zdanie to méwi jako o numerze formuly niedowodliwej. A tymczasem
bierzemy pod uwage nastgpujacy zapis.

[*] =3.(Ap(z, N)), gdzie N jest numerem formuly oznaczonej gwiazdka.

To znaczy: zdanie, ktérego numerem jest liczba N méwi coS o liczbie IV, a wigc o sobie samym. Mdwi zas to, Ze nie ma
liczby, ktéra bytaby numerem jego dowodu; a skoro nie ma takiego numeru, nie ma i dowodu.

Odwzorowanie sktadni logicznej w arytmetyce jest stosunkiem zachodzacym miedzy dwoma juz istniejacymi syste-
mami, jak to ma miejsce w odwzorowaniach naturalnych. Nie powstaje ono, jak w przypadku mapy dopiero w wyniku
stworzenia konwencjonalnego systemu znakéw kodujacych opis wtasciwosci terenu. Mogtoby si¢ wigc wydawaé, ze nie
jest potrzebny klucz kodowy, wystarczy tylko odkry¢ i opisaé istniejace obiektywnie odwzorowania, tak jak Kartezjusz od-
kryt sie¢ relacji migdzy punktami i liczbami rzeczywistymi. Sytuacja jednak nie jest w tym przypadku ani doktadnie taka,
jak przy odwzorowaniach naturalnych, wyzej przytaczanych, ani taka jak przy tworzeniu odwzorowan konwencjonalnych.

Aby odwzorowa¢ sktadni¢ logiczng w arytmetyce, wykorzystuje si¢ tylko cze$¢ arytmetyki. Mianowicie, przy-
porzadkowujemy symbolom logicznym takie lub inne wybrane liczby naturalne (np. z pewna preferencja, jak zobaczymy,
dla liczb pierwszych). Nie sa to liczby zupelnie dowolne, lecz tak umiejetnie dobrane, zeby udato si¢ stworzy¢ arytme-
tyczny odpowiednik stosunku dowodliwos$ci, oraz skonstruowaé formutg orzekajaca ten stosunek arytmetyczny o liczbie
bedacej tejze formuty nazwa w postaci numeru. O takim pomystowym kluczu kodowym méwi nastepny odcinek.

5. Klucz kodowy do arytmetyzacji skladni logicznej

Odcinek ten nalezy prowizorycznie zastapi¢ tekstem dostarczonym jako wydruk z ksiazki: E. Nagel i J. K.Newman, Twierdze-
nie Godla, PWN 1966 (wyd. oryginalne Godel’s Proof, 1952). W Tablicy 2 symbol ,,~” nalezy (ze wzgledu na sformutowania
podawanych potem przyktadow) zastapié przez ,,—”, za$ ,,D” przez ,,=".

6 Uwazny czytelnik moze dostrzec, zapoznajac si¢ z godlowskim kluczem kodowym, ze sa w nim dwa symbole nie nalezace do takiej
logiki, jaka poznal ze wspdiczesnych podrecznikéw, mianowicie symbole zera i nastepnika. Jak juz wspomniano (przypis 2), takie
pojmowanie jezyka logiki, ze obejmowato ono symbole teoriomnogosciowe i arytmetyczne, byto przyjete w czasach Godla. Cho¢ dzi§
dominuje w tej materii inna tendencja, nie bedzie szkody, gdy dla uproszczenia opisu bedziemy nadal zalicza¢ symbole ,,0” i ,,5” do
sktadni logicznej.

7 Godel zdefiniowat taka relacje arytmetyczna, ale prowadzace do tego postepowanie jest jest zbyt skomplikowana, zeby zdawac zen
sprawe na tym miejscu.
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6. Konstruowanie zdania G[odlowskiego] — poczynajac
od wpisania numeru pewnej formuly w nia sama

6.1. Jak sprawié, zeby zdanie metalogiczne ~y stwierdzajace prawdziwie wlasna niedowodliwosé w arytmetyce (przy
zalozeniu jej niesprzecznosci) dato si¢ wyrazi¢ w jezyku arytmetyki? Jesli sig to uda, mie¢ bedziemy zdanie arytmetyczne
— nazwiemy je G — ktére na mocy zakodowania jest rownowazne prawdziwemu zdaniu metalogicznemu o wtasnej nie-
dowodliwosci. Skoro réwnowazne prawdziwemu, to prawdziwe. Tak znajdziemy niedowodliwa formalnie w arytmetyce
prawde arytmetyczna.

Recepta na sukces tego zamierzenia jest nastgpujaca. Za punkt wyjScia naszej operacji bierzemy zdanie ND 47 (nizej).
Ap (jak juz wspomniano) jest to relacja bedaca arytmetycznym odpowiednikiem relacji bycia dowodem, zachodzaca
migdzy liczbami, z ktérych jedna jest numerem dowodu, a druga numerem formuty dowodzonej. Oto schemat Arytme-
tycznego odpowiednika zdania méwiacego o NieDowodliwosci jakiego$ zdania (jego szczeg6lnym przypadkiem bedzie
dalej rozwazane zdanie o wtasnej niedowodliwosci).

[ND41] —3.(Ap(z, 2)).

Trzeba teraz znaleZ¢ taka liczbe, ktéra — po podstawieniu za zmienng z i obliczeniu numeru formuly powstalej z tego
podstawienia — okaze si¢ by¢ jej numerem.

6.2. Spos6b znajdowania numeru pewnej formuty, powstajacej w wyniku wpisania w inng formule jej wlasnego numeru,
niech zilustruje nastgpujacy przyktad (umowna nazwa formuly jest podana na poczatku wiersza, a jej numer na koncu).
Rozwazmy zdanie:

Z1. 3,.(x = sy) ... nrk.

Za zmienng nr 13 (tj. y) podstawmy w tym zdaniu jego numer k. Zapisu tego dokonamy za pomoca symboli pierwotnych
,»071,,8”, nie dysponujemy bowiem w naszym kodzie symbolami cyfrowymi dla liczb wigkszych niz 0. Otrzymujemy, co
nastepuje.

72. 3.(x = s(sk) ... nrn,

gdzie liczbe k oddamy przez ,,s...s(0)”, §j. przez k wystapieri symbolu ,,s” poprzedzajacych ,,0”. Formuta Z2, przy tej
nowej (w stosunku do Z1) strukturze, bedzie mie¢ numer, ktéry oznaczyliSmy jako n.

Oczywiscie, n # k. Liczba n jest jednoznacznie zdeterminowana przez nastgpujaca réznicg zachodzaca migdzy Z1
i Z2. Obliczajac numer zdania Z2, zamiast pewnej liczby pierwszej w Z1 podniesionej do potegi 13 wpisujemy iloczyn,
ktérego czynniki stanowi k liczb pierwszych podniesionych do potegi 7 (numer nastgpnika) oraz kolejna po nich liczba
pierwsza do potegi 6 (numer zera). Roznica ta, jak widaé, jest zalezna od trzech wielkosci: A) numer formuty, w ktdrej
dokonano podstawienia (Z1 majaca numer k); B) numer zmiennej, za ktéra co§ podstawiono (13); C) liczba, ktérej nazwe
podstawiono za zmienna. W naszym przypadku wielkosci wymienione w A i C sg identyczne. Opis jednak owej operacji
wymaga wymienienia ich obu, zeby uwzglednié przypadek ogélny, gdy za zmienna numer 13 podstawia si¢ cyfre rézna od
numeru danej formuty. Tak wigc, w ogélnym przypadku omawiana operacja opisana jest pewna funkcja, ktéra oznaczymy
jako 7 (dla skojarzenia z litera ,,p” w stowie ,,podstawianie” odnoszacym si¢ do rozwazanej operacji).

t =m(u,13,w),
gdzie ¢ jest numerem formuly otrzymanej po podstawieniu w formule numer u za zmienna numer 13 cyfry oznaczajacej
liczbe w.® Stosujac ten schemat do naszego przypadku, mamy:

n=m(k,13,k).

Tak wigc wyrazenie ,,m(k, 13, k)” nadaje sig, na réwni z ,,n” (jako réwnoznaczne) na numer rozwazanej formuty. Jego
struktura jest tym, co niebawem umozIliwi nam uzyskanie zdania G. Trzeba w tym celu dokonac¢ jeszcze jednej modyfikacji,
mianowicie abstrahowaé od konkretnej liczby k, uzyskujac wyrazenie schematyczne, gdzie zamiast cyfry ,,k” wystapi
jakas zmienna, powiedzmy ,,v”’. Mamy wéwczas:

(v, 13,v).

Wyrazenie to, podsumujmy, jest okre§leniem numeru formuty powstatej z jakiejs formuty numerowanej liczba v przez
podstawienie za zmienna numer 13 cyfry oznaczajacej liczbg v.”

8 Nie jest to jeszcze zapis w pelni ogdlny, bo zachowujemy w nim konkretng liczbe 13 jako numer zmiennej. Ostatecznym krokiem
w kierunku uogdlnienia byloby zastapienie cyfry ,,13” jakim$ symbolem zmiennym. Nie czynimy tego, bo nie jest to w obecnym
rozumowaniu konieczne, a daje pewne uproszczenie.

9 Stowo ,jakiej$” ma przypominaé, ze nie jest to konkretny numer znanej nam formuty, ale dowolna liczba numerujaca formute,
z ktérej uzyskatoby si¢ inng formute, a wigc 1 inny numer, przez tego typu podstawienie. Oddajemy to symbolicznie przez uzycie
zmiennej, tutaj ,,v”, zamiast nazwy konkretnej liczby.
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6.3 Docieramy do szczytu tej moze zmudnej wspinaczki na wyzyny odkrycia Godla. Trzeba nam teraz uszczegétowié
zdanie N D 41 (z punktu 6.1) przez wstawienie za zmienng ,,z”” nazwy formuty — dowolnej, z tym jednak ograniczeniem,
7e chodzi o formute powstata z jakiej$ innej przez podstawienie w tej innej jej wlasnego numeru za zmienng numer 13. W
ten sposob otrzymujemy zdanie posiadajace odpowiedni numer; nie musimy si¢ trudzi¢ jego obliczaniem, wystarczy ze tg
konkretng liczbg umownie oznaczymy litera §.

[ND a2l -3, (Ap(z,7(v,13,v))) ....nrd.

Ostatnie posunigcie polega na zastosowaniu raz jeszcze operacji 7, tym razem do drugiego argumentu predykatu ,,Ap”.
Poniewaz zdanie opatrzone etykieta N D 4o ma numer §, nalezy w nim za zmienng numer 13 podstawi¢ liczbe §. W ten
spos6b mamy obliczony (cho¢ tylko w taki sposéb schematyczny) numer zdania, ktére bedzie rezultatem owego prze-
ksztalcenia. Bedzie to, oczywiscie (por. punkt 6.2) numer (4, 13,9). Zdanie zas uzyskane z ND 45 po dokonanym
podstawieniu ma nastgpujaca posta¢ i numer:

(G] ~3u(Ap(z,7(5,13,6))) ... nr (3,13, 6).

Poréwnajmy numer zdania G z jego trescia. Zdanie numer (4, 13, ) powiada, ze nie istnieje taka liczba, ktéra bytaby
numerem dowodu zdania numer 7 (4, 13,6). Czyli, zdanie arytmetyczne, ktérego struktura sprawia, ze ma ono 6w nu-
mer, nie jest zdaniem posiadajacym dowdd (petniej: dowdd formalny z aksjomatéw arytmetyki, przy zatozeniu ich nie-
sprzecznosci).

Opisana procedura stanowi przepis na obliczenie owego numeru. To znaczy (powt6rzmy, nieco szerzej) takiej liczby,
zeby byta ona numerem zdania przypisujacego tejze liczbie wtasno$¢ arytmetyczna bedaca (na mocy klucza kodowego)
odpowiednikiem metalogicznej cechy niedowodliwos$ci. Te za$§ rozumie si¢ jako niepokonalny brak formalnego (mozna
tez rzec — algorytmicznego) dowodu z aksjomatow arytmetyki liczb naturalnych, przy zalozeniu niesprzecznosci tej aryt-
metyki.

Niepokonalno$¢ owa na tym polega, ze jeSliby uzupetni¢ aksjomatyka tak, zeby zdanie dotad niedowodliwe dato si¢
teraz dowies¢, to w nowej utworzonej w ten sposéb teorii aksjomatycznej pojawia si¢ nowe zdania niedowodliwe, i tak
bez korica. Cale bowiem podane wyzej rozumowanie da si¢ powtdrzy¢ w odniesieniu do kazdej, zbogacanej w kolejnych
krokach, aksjomatyki.

Pozostaje na koniec — pod katem problematyki sztucznej inteligencji — zinterpretowaé komentarz Turinga, ktéry
wystepuje w bliskim kontekscie jego wypowiedzi zacytowanej na samym poczatku tego wyktadu. Turing, krytykujac
argumenty przeciwne jego pogladowi o mozliwosci zbudowania inteligentnej maszyny, gdy dochodzi do argumentu mate-
matycznego — jak nazywa wynik Godla i swéj wlasny z roku 1936 — zmienia taktyke. Nie probuje tego argumentu obalic,
a jedynie bagatelizuje. Powiada, ze cho¢ mamy podstawy do stwierdzenia wyzszosci ludzkiego umystu nad maszyna, tej
wilasnie, ze umyst potrafi wykaza¢ niemoznos$¢ dowiedzenia czego$ przez maszyng (czego maszyna o sobie nie wykaze),
to nie nalezy do tego faktu przywiazywaé duzej wagi.'°

Co Turing miat na mysli? Czy moze to, ze dystans, o ktérym mowa zostanie kiedy$ pokonany przez postgp w kon-
strukcji maszyn? Jedli tak, to trzeba by okresli¢, na czym ten dystans polega i na ile jest usuwalny. Jesli istotne jest dlan
to, powiedzmy, ze system nerwowy ma mozliwosci obliczeniowe nieosiagalne dla urzadzenia elektronicznego (tak przy-
puszczal, wbrew Turingowi, John von Neumann), to do dyskusji trzeba bgdzie wciagnaé m.in. neurobiologi¢. Sa jeszcze
inne wysoce interesujace warianty rozwazan, na tyle jednak rozlegte, ze wymagatyby osobnego wyktadu.

Nota bibliograficzna

Najniezbedniejsze odniesienia do literatury zawarte sa w przypisach do niniejszego tekstu. Osobno, dla zwrécenia uwagi
na szczegblng wazno$¢, wymieniam nizej: (1) publikacje Godla zawierajaca omawiane tu twierdzenie i jego uzasadnienie;
(2) artykut Turinga, w ktérym zdefiniowat on uniwersalna maszyng do obliczen, nazwana potem jego imieniem, stanowiaca
abstrakcyjny model komputera cyfrowego, oraz udowodnit istnienie probleméw obliczeniowych nierozwigzywalnych dla
tej maszyny.

1. Godel, Kurt, ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme — I, Monatshe-
fte fiir Mathematik und Physik 38, ss. 173-198, 1931.

2. Turing, Alan, ,,On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem”, Proc. of the London Math.
Society, Series 2, 42, ss. 230-265, 1936.

10 This feeling of superiority is not illusory. [W tym zdaniu zmieniono szyk, czerpiac uzupetnienie z kontekstu.] It is no doubt
genuine, but I do not think too much importance should be attached to it.”



