WITOLD MARCISZEWSKI
O rachunku zdan w perspektywie informatycznej

Uzupetnienie do rozdziatu Il — Klasyczny rachunek zdan.
Swiat funkcji prawdziwgciowych.

1. Miejsce rachunku zdah w catosci logiki

1.1.Irlandczycy maja godne uwagi przystowie, ze kiedy Bog stwarzat czas, stworzyt go pod dostat-
kiem, nie ma wiec obawy, ze go zabraknie.S@mdobnego da sie powiedzie teoriach logicznych;
stworzono ich pod dostatkiem, stad nie ma obaw, ze zabraknie nam regut do rozumnego kierowania
inteligencja (jak trafnie nazwat Kartezjusz role logiki w tytule swego trakRegulae ad directio-

nem ingeni. Kierowet inteligencja to przede wszystkim tak kontrolawazumowania, zeby nie
rozumowa& niepoprawnie, to znaczy, nie rozumamMa sposoéb, ktéry by od prawdy prowadzit do
fatszu.

Da sie naliczg kilka tuzinéw teorii logicznych, z ktérych kazda ujmuje j&kezec tego rodzaju
regut. Mamy reguly dotyczace rozumofva mozliwdci i koniecznéci (logika modalna), reguty
dotyczace rozumoweo tym, co obowiazujace, co dozwolone itp. (logika deontyczna, pozyteczna w
prawie i etyce), reguty uwzgledniajace procz prawdy i fatszu véaitpcgsrednie (rozlegta klasa logik
wielowartasciowych) itd. Da sie jednak w tej wigdai wyodrebnt gtéwny trzon, ktérego znajonso
jest konieczna, zeby zgtelgianne logiki oraz (na szcsegie) jest wystarczajaca, zeby sobie radzi
kontrola rozumowa najczéciej wystepujacych w naukach i w zyciu codziennym.

Gtoéwny trzon toklasyczna logika pierwszego rzeduKlasyczna znaczy mniej wigecej to samo,
co stanowiaca 6w trzon gtéwny. A co znaczy ,pierwszego rzedu” da sieswizjalopiero po jej
wytozeniu (logiki wyzszych rzedow wydatnie zasilaja to bogactwo logik, o ktorym byta wyzej
mowa).

Na klasyczna logike pierwszego rzedu sktadaja sie dwie teorie: logilai 2ogika predykatow.
Nazwy te sa dobrane w zale&w od tego, ktéra z kategorii syntaktycznych brana jest pod uwage w
regutach rozumowania czyli wnioskowania teorii (uzywamy raczej terminu ,reguty wnioskowania”
ze wzgledu na zgodiso brzmieniowa ze stowem ,wniosek”, oznaczajacym wynik wnioskowania).

Zamiast ,logika” méwimy czesto w obu przypadkach ,rachunek”. W obecnym jednak wyktadzie
réznicuje sie te terminologie, jak nastepuje. Termin ,rachunek” stosowany jest tylko w korgek
nazwy ,Rachunek zdd, dla drugiej z& z rozwazanych teorii przyjmuje sie nazwe ,Logika predy-
katow” (nie z& ,Rachunek predykatow”). Bierze sie to z nastawienia na problematyke algorytméw,
Mianowicie, stowo ,rachunek”, gdy béaje w nagcislejszym sensie, oznacza operowanie algoryt-
mami, co w petni sie realizuje tylko w rachunku fda

Logika predykatow natomiast, jak to okazato sie dopiero po p6t wieku od jej powstaniu, nie jest
w pehni algorytmiczna. Jest to odkrycie, ktére zaskoczyto &aiat naukowy, a jest tak wazne dla
logiki. informatyki, teorii poznania, filozofii nauki i filozofii umystu, ze zastuguje na nieustanne
przypominanie, takze za pomoca odpowiedniej terminologii. Unikajacstkm& logicznej teori
predykatéw mianem rachunku, przypominamy w ten sposob donioste odkrycie niedoboru algoryt-
miczndsci (rachunkowsci) w logice predykatéw.

1.2. Druga cz&t tytulu w rozdziale o rachunku zfla brzmiaca Swiat funkcji praw-
dziwosciowych”, rowniez wiaze sie z zagadnieniem algorytmi&no Ma ona przypomiracos
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Cco mozna oddapytaniem: co widziata Alicja (ta z krainy czaréw) po drugiej stronie lustra? Al-
gorytm sam z siebie nic nie mowi o jakiejkolwiek rzeczywist jest to twor czysto syntaktyczny,
w ktérym okreslone sa sposoby mechanicznego przeksztatcania ciagéw symboli. Ale konstruujemy
go z rozmystem w taki sposéb, zeby odzwierciedlat interesujaca nas zywo rzecBzywstowvym
systemie symboli ma sie przeglddakis Swiat. Tylko wtedy bedzie on przydatny w poznawaniu
i przeksztatcaniltswiata. Tak np. dziatania arytmetyczne wykonywane na symbolach w algoryt-
mach dodawania, mnozenia etc. sa wiernym odwzorowaniem odpowiednich relacji zachodzacych w
Swiecie liczb.

Z tych to powodow, naturalnym dopetnieniem rozwiabealgorytmach sa rozwazani&gwiecie,
ktory sie w nich ,odbija”. Dla rachunku zdajest toSwiat funkcji prawdziw&ciowych. W tym
miejscu przyda sie uwaga, ze nalezy sie o$woiizywaniem stowaSwiat” takze w odniesieniu do
dziedzin wysoce abstrakcyjnych, jakimi sa, w szczeggtha6zne dziedziny liczbowe

Dziedzina, ktéra oddaje jezyk rachunku adsktada sie z dwdch obiektow abstrakcyjnych zwa-
nych prawdziw@&cia (krocej, prawda) i falszyvégia (fatszem) oraz funkcji okséonych na tych
obiektach i przybierajacych jako swe wasth prawde lub falsz. Nazywamy fenkcjami praw-
dziwosciowym Takie odwzorowanie majac na widoku, konstruujemy jezyk dla algorytméw w
sposo6b opisany w nastepnym ustepie.

2. Algorytmy budowania i rozpoznawania formut rachunku zdan

2.1. Okreslenie formuta” stosujemy do wyranez kategorii zdaniowej zawierajacych symbole
zmienne. W literaturze logicznej mozna sie sp6tkgodziatem formut na poprawnie zbudowane
(ang.well-formed formulaki pozostate. Mozna tez — co czyni sie w obecnynsta& — przyj&, ze

jesti jakies zestawienie symboli nie jest poprawnie zbudowane, to nie jest formuta, podobnie jak nie
jest budowla ani to, co jest dopiero w toku budowy, ani to, co jest ruina dawnej budowli.

Mamy tu do czynienia w odwieczna w jezyku dwuznacaria wymagajaca wyboru, czy wastmowanie
pozytywne zawrzeé w samej nazwie, czy oddge dopiero dotaczona do nazwy przydawka. Podobnie
jest ze stowami ,pogoda”, ,metoda” i wieloma innymi. W jednych kontekstach ,pogoda” znaczy tyle, co
,dobra pogoda” (np. w tytule serialu ,Pogoda dla bogaczy”), w inny&rmawimy o zlej pogodzie, a wiec
przeslizgujemy sie do innego sensu. A gdy recenzent zarzuca pracy magisterskiej brak metody, majac na
mysli brak dobrej metody, to uzywa tego terminu w sensie véaitgacym pozytywnie, nie Zaneutralnym.

Brak jest, z kolei, takiego pozytywnego momentu wtedy, gdy mowi sie o ztej metodzie, dzielac tym samym
metody na zte i dobre.

Zeby uchwyct rys algorytmiczny w budowaniu formut, poréwnajmy je z rozwiazywaniem
tamigtowki-skladanki (angpuzzl@. To drugie wymaga pomystovgci, wymaga tez wiedzy o tym,
jak wyglada konstruowany obiekt, a dokonuje sie metoda prob i btedadnej z tych trzech rzeczy
nie ma w algorytmie.

Do istoty algorytmu nalezy to, ze obiekty, na ktorych dokonuje sie przeksatagenieza-
wodnie rozpoznawalne co do ksztattu. Druga cecha istotna jest to. ze w kazdym z kolejnych
krokéw dokfadnie wiadomo, ktéra nalezy zastosvepdrod regut (tj. przepisbw postepowania)
sktadajacych sie na dany algorytm (czego nie ma w ,puzzlu”). Zobaczmy, jak spetnia te warunki
algorytm syntaktyczny tworzenia formut rachunku ada

2.2. W rachunku zda obiektami przeksztatéepodstawowymi, to znaczy, danymi w punkcie
wyjScia sa litery przeznaczone do tego, zeby symbolizadaavolne zdania. Istotnie, jak wymaga
sie algorytmie, sa one fatwo i niezawodnie rozpoznawalne. Nazywaamignnymi zdaniowymi

i traktujemy jakowyrazenia atomowerachunku zda, z nich bowiem jak z atoméw buduje sie
wszelkie inne wyrazenia tego jezyka.
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Najczeciej przyjmuje sie w tej roli literep” (kojarzaca sie z tadiskim propositio — zdanie)
zaopatrzona w numer, co pozwala uzyskgle zmiennych, ile jest liczb nadajacych sie do nu-
merowania, a wiec dowolnie wiele. Gdy potrzebujemy nie wigcej niz kilka zmiennych, zamiast
indeksowanej litery p,,” uzywa sie tej litery i kilku po niej nastepujacychd, , " etc.) bez in-
dekséw, co jest praktycznie wygodniejsze. Ale w postepowaniu teoretycznym, jak w ponizszej defi-
nicji formuty, postugujemy sie literami indeksowanymi. W ten sposéb uwydatniamy tgciwest
jezyka rachunku zda ze ma on w swym stowniku nieskozenie wiele (tyle, co liczb naturalnych)
wyrazeh atomowych.

Oprocz wyrazé atomowych z kategorii zdaniowej, stanowiacych argumenty operacji syntak-
tycznych, mamy w rozwazanym jezyku funktory zdaniotwoércze od argumentéw zdaniowych. Za
ich pomoca tworzy sie formuty ztozone, nazywane czasem molekularnymi przez analogie do po-
wstawania molekut z atomoéw. Takich funktoréw jest w klasycznym rachunki ddadziécia, co
wynika z pewnej prostej kombinatoryki (zob. rozdziat Ill, ustep 3.3).

W praktyce uzywa sie najcgeiej pieciu z nich, co odpowiada potrzebom formutowania i anali-
zowania rozumowaprzeprowadzanych w klasycznym rachunku logicznym. Z tych standardowych
pieciu tylko dwa sa absolutnie niezbedne do wyrazenia wszystkich praw rozumowania; takich par,
ktore sie do tego nadaja jest trzy. Wybrawzy jedna z nich, za jej pomoca definiujemy pozostate funk-
tory, gdy zechcemy — dla wigkszej operatywnb— zbogad o nie nasz jezyk. Funktory wybrane
jako wyjsciowe i uzyte do zdefiniowania pozostatych nazywajdesiginami pierwotnymi, pozo-
state z& terminami zdefiniowanymi (dokonany nizej wybér terminéw pierwotnych motywowany
jest pewnym wzgledem dydaktycznym).

WSsrad trzech wspomnianych par sa symbotéi,, A” zwane, odpowiednio, funktoranmega-
cji i koniunkcji (ich znaczenie zostanie podane niebawem; w obecnym punkcie, pozostajacym w te-
matyce czysto syntaktycznej, bytoby to zbedne). Dotaczywszy je do zbioru zmiennych zdaniowych,
dysponujemy obecnie stownictwem niezbednym do zapisania wszystkich twidjazdi praw) ra-
chunku zda. Przyjawszy ten stownuik, definiujemy w nastepujacy sposoéb pojecie formuty, ktéra ze
wzgledu na wystepowanie wytacznie symboli negacji i koniunkcji nazywamy formuta negacyjno-
koniunkcyjnego jezyka rachunku zuén.k.r.z.).

Ciag symboli jestormuta n.k.r.z wtedy i tylko wtedy, gdy jest:
1. zmienna zdaniowap;”, ,, p2”, » P3"s-.

lub

2. formuta poprzedzona przez symbel”,

lub

3. zestawieniem dwoch formut poprzedzonym przez symbol.,,

Przepis 3 odwotuje sie do notacji prefiksowej. W praktyce bedziemy koizystdiksowej jako do-
godniejszej dla ludzkiego oka, ale z innego wzgledu dogodniejsza jest notacja prefiksowa, ktéra
uwalnia od potrzeby wprowadzania do stownika nawiaséw (a takiej pedanterii nie datoby sie
unikne, jesli nasza definicja ma dostaréglgorytmu dla komputera).

W powyzszej definicji zawiera sie przepis tworzenia formut algorytmicznego, czyli catkowicie
mechanicznego, bez potrzeby odwotywania sie do rozumienia zZmadezz namystu nad wyko-
nywanym postepowaniem. Przygibmy, ze poleca sie komputerowi utwotzwszystkie formuty
liczace nie wiecej niz pig symboli i korzystajace z dwu réznoksztattnych zmiennych. Maszyna
traktujac symbol p,” jako formute na mocy przepisu 1, tworzy wedtug przepisu 2 coraz bardziej
zlozone negacje:p.”, , ~—p1 " itd., az do czterech symboli;” poprzedzajacychyp,”, a nastepnie
czyni to samo z formuta atomowas,”. Dziatajac nastepnie wedtug przepisu 3, tworzy najpierw
najkrotsze, a wiec trzywyrazowe koniunkcje z obu branych pod uwage formut atomowych, potem
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produkuje formuty czterowyrazowe, jak negacja koniunkeji A\ pip2” 1 koniunkcje z jednym
cztonem zanegowanym (np,A\,—p1p2”). Dochodzac do pieciowyrazowych, maszyna produkuje
koniunkcje dwdch negacji i podwoéjne negacje koniunkcji. wszystko czyniac raz w kélgjod
,p1” do ,p” i raz w odwrotnej!

Definicja formuty n.k.r.z. dostarczy tez maszynie danych do realizowania algorytmu Ajdukiewi-
cza, w ktéry trzeba by ja zaopatizyako osobny program nadbudowany na tej definicji. Algorytm
Ajdukiewicza, przypomnijmy, stuzy do badania poprawecicsyntaktycznej ciagu wyrazow, a wiec,

w obecnym przypadku, bo badania, czy dany ciag symboli jest formuta n.k.r.z. Warunki pogcawno
syntaktycznej podaje nasza definicja formuty, operujaca notacja prefiksowa, stad zastosowanie Al-
gorytmu Ajdukiewicza nie wymaga nawet krokdw przygotowawczych.

| tak, okaze sige, ze np. ciag symboli,—p; —p>” jest formuta, poniewaz odpowiadajacy mu ciag
wskaznikow (kategorii syntaktycznej). uszeregowanych w powyzszej k&ejsgmboli, redukuje
sie do pojedynczego wskaznikaTen sam test wykaze, ze nie jest formuta, powiedzmy, ciag sym-
boli ,p— A p1ps2”, ktérego redukcja kczy sie na dwéch, nieredukowalnych juz dalej, wskaznikach
kategorii zdaniowef.

3. Semantyka negacyjno-koniunkcyjnego rachunku zda

3.1. Obecny odcinek jest pierwszym w tych wyktadachsljenie liczyc sporadycznych wzmia-
nek), ktéry wprowadza pojecia semantyczne i sama idee semantyki. Gdyby v jagiajviéci
typu science fiction logika, jej dziaty i rozwazane w niej przedmioty ulegty personifikaciji, to gtbwna
intryga i napiecia rozgrywatyby sie w fabule dotyczacej relacji miedzy syntaktyka i semantyka.
Istotnie, w najnowszej historii logiki (liczacej poltora stulecia) relacja ta stata sie przedmiotem sen-
sacyjnych odkrg (nawiazuje do nich wyzej w ustepie 1.1 krotka wzmianka dotyczaca nazewnictwa
srachunek zda” i ,logika predykatow”; o semantyke potraca takze przypawie lustrze w 1.2).
Rozréznienie syntaktyki i semantyki ma tym wieksze znaczenie obecnie, wieksze nawet niz
wtedy, gdy je wprowadzano, poniewaz przyczynia sie do ujecia natury algorytmu, a wiec klu-
czowego pojecia nie tylko logiki lecz takze informatyki. Mianowicie, algorytm jest obiektem za-
mknietym bez reszty w sferze syntaktyczne,;.
Syntaktyka jest zbiorem teorii dotyczacyh sposobow ksztattowania (inaczej: tworzenia, budowa-
nia, formowania) oraz przeksztatcania (transformowania) wyrageoria nalezaca do syntaktyki
jest kazda teoria gramatyczna. Semantyka natomiast dotyczy stosunkéw miedzy jezykiem i rze-
czywistascia, czy toswiatem empirycznym, uchwytnym po &g zmystowo, czyswiatem abstrak-
cyjnym, takim jak dziedzina matematyki, etyki etc. Nie tylko jezyk naukowy lecz takze potoczny
dysponuje okrsleniami r6znych relacji semantycznych. Oto kilka przyktadéw.

— ,Wilno” jest nazwa stolicy Litwy.

— ,Wilno” oznacza stolice Litwy.

— ,Leniwiec” oznacza pewien gatunek matp.

— 7 podpada pod termin ,liczba rzeczywista”.

— 7 nie podpada pod termin ,liczba naturalna”.

— Stowo ,dran” nie odnosi sie do dzentelmendw.

— Zdanie ,Ksiaze Witold knowat z Krzyzakami” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy Ksiaze
Witold knowat z Krzyzakami.

1 zapisanie prefiksowe, a nastepnie infiksowe, wszystkich tak wyprodukowanych formut warto wyéloma
latwe lecz ksztatcacewiczenie syntaktyczne.
2 Wykonanie tych i podobnych redukcji w jezyku n.k.r.z. to kolejny tematwiczen.
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— Wielkie twierdzenie Fermata jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, nie istnieja liczby naturalne
x,y,z 1 n > 2takie, zex™ + y" = 2".

Dwa ostatnie przyklady ilustruja fakt, ze nazwy wyrazdla potrzeb semantyki mozna twotzy
réznymi metodami; jedna z nich jest nazwanie pewnego wyrazenie $akimownym terminem,
inna jest utworzenie nazwy wyrazenia (bedacego np. zdaniem) za pomoca cudzystowdw.

Te same przyktady dotycza semantycznej relacji prawd@ivoachodzacej miedzy zdaniem ato-
mowym i jakims stanem rzeczy: méwimy, ze zdanie jest prawdziwe, gdy jedo jest z danym
stanem rzeczy zgodna. Oba przyktady ilustruja teéswia mysl. O zdaniach atomowych byta mowa
w tekscie pt. "O gramatyce, logice, algorytmach i cywilizacji informatycznej" w ustepie 9.3. Przy-
pomnijmy, ze zdanie atomowe jest to wyrazenie utworzone przez pojedynczy predykat, czyli funktor
zdaniotworczy od jednego lub wigcej argumentéw nazwowych.

Majac okréslone pojecie prawdy dla zdatomowych, rozszerzamy je na takie zdania ztozone, z
jakimi bedziemy mié do czynienia w danej teorii logicznej. W jezyku n.k.r.z. mamy dwa rodzaje
zdah ztozonych: negacije i koniunkcje. Oto definicja prawdy dla kazdego z tych rodzajow.

Negacjazdania p”, symbolicznie ,p” jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie”, jest
fatlszywe.

Koniunkcja zdah ,p", . ¢" jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdyp, jest prawdziwe i 4" jest
prawdziwe.

Funktor negacji ma w jezyku polskim postawrotu ,nie jest prawda, ze” lub ktérega wyrazé
z nim réwnoznacznych, a funktorowi koniunkcji odpowiada spojnik ,i” (w jednym ze swych zna-
czen) oraz spojniki z nim réwnoznaczne.

Powyzsze definicje przyjeto sie zapisyava skrétowy i przejrzysty sposob za pomoca tabelek,
w ktorych uzywamy symbolu ,,1” na oznaczenie prawdy i symbolu ,0” na oznaczenie fat&zywo
(zob. rozdziat Ill, ustep 2.1). Nazywaja sie diabelkami prawdziwosciowymi, poniewaz opisuja,
w jaki sposOb prawdziw&e zdania ztozonego zalezy od prawdzéeickego sktadnikow.

3.2. Definicje prawdy dla zdaztozonych mozna kontynuowgbiorac pod uwage inne jeszcze funk-
tory wystepujace powszechnie w rozumowaniach. N&cieg bierze sie pod uwage nastepujace:

funktor alternatywy ,v”, ktéry odczytujemy za pomoca spdjnika ,lub”
funktor implikacji ,=", ktéry odczytujemy za pomoca spojnika §i to”
funktor rownowaznéci ,, < ”, ktory odczytujemy za pomoca spojnika ,wtedy i tylko wtedy, gdy”.

Zamiast tworzg definicje wedle schematu zastosowanego w przypadku negacji i koniunkcji, mozna
za pomoca tych dwéch pierwotnych, juz danych, zdefiniomawe funktory, jak nastepuije.

Alternatywa: Niech ,(p V ¢)” znaczy tyle, co ;7(—p A —q)".
Implikacja: Niech ,(p = ¢)” znaczy tyle, co ;7(p A —q)”.
Rownowaznat: Niech (p < ¢)” znaczy tyle, co {p = q¢) N (¢ = p)".

Powyzszy sposob zapisywania definicji dobrze sige spisuje jako wyraz intencji kierujacej tego ro-
dzaju definiowaniem. Mianowicie, jest to rodzaj definicji polegajacy na ustanowieniu, ze wyrazenia
po ,hiech”, wolno w danej teorii uzywazamiennie z drugim z wymienionych wyrazeDzigki tej

zamienn@ci uzyskujemy skrocenie napiséw, czasem bardzo znaczne i zwiekszajace przZ&gjrzysto
formut.

3 0d tego punktu, po wykorzystaniu waloréw teoretycznych notaciji prefiksowej, zaczynatbgowana
notacja infiksowa jako znacznie w praktycznym uzyciu dogodniejsza.

bt
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Nie jest to jednak najwygodniejszy sposéb zapisywania definicji, totez przyjat sie jako standard
taki schemat definiowania, ze o roli definicyjr®yiadczy specjalnie do tego celu wprowadzony
funktor. Gdy taczy nazwy, ma on posta=.4", a gdy taczy zdania, ma po$ta< 4”; poniewaz
funktor ten wskazuje, ze mowa jest o stosunku miedzy wyrazeniami (a nie rzeczami), zbedne staja
sie cudzystowy.

Przepiszmy na ten zwigezlejszy sposéb definicje naszych nowych funktoréw. Otrzymujemy
nastepujace zdania.

Alternatywa: (p V q) <4 =(-p A —q).
Implikacja: (p = q) <4 ~(p A —q).
Réwnowaznét: (p < q) <a (0= q) A (g = p).

Funktory te, podobnie jak negacje i koniunkcje, charakteryzuje sie za pomoca tabelek praw-
dziwosciowych; uzyskuje sie je biorac pod uwage definicje prawdy dla koniunkcji i negacji oraz
definicje (w terminach koniunkcji i negaciji) tego funktora, dla ktérego sporzadzamy tabelke (tabelki
dla alternatywy, implikacji i rownowazrszi sa zawarte w rozdziale Ill, odcinek 3).

Po wprowadzeniu stosowanego w rozumowaniach zestawu funktoréw, potrafimy petngiokre
semantyke rachunku predykatow. Dotad mamy z ustakmantycznych to jedno, ze zmiennym
zdaniowym sa przyporzadkowane watologiczne. Mowiac doktadniej, zmienne te reprezentuja
wartdsci logiczne — w takim sensie, w jakim np. zmienne indywiduowe arytmetyki reprezentuja
liczby. Wprawdzie liczb, np. naturalnych, jest nieBkaenie wiele, a warfxi logicznych tylko
dwie (w logice klasycznej), ale w obu przypadkach mamy ten sam stosunek reprezentowania.

Jesli zmiennym jezyka rachunku zdadpowiadaja, po stronie semantycznej, waetdogiczne,
to co odpowiada po tejze stronie funktorom? Sa to abstrakcyjne obiekty bedace funkcjami. Argu-
mentami tych funkcji sa prawda lub fatsz, a w&t@mmi, jakie przybieraja funkcje sa takze prawda
lub fatsz. Poniewaz z tych dwu waga wyrézniamy (jako pozadana) prawdzisgomowimy w tym
przypadku dunkcjach prawdziwosciowych z& oznaczajace je symbole nosza mi&uniktoréw
prawdziwosciowych



