Materialy pomocnicze do egzaminu z logiki

1. Informacja o treSci pytan

Egzamin jest ustny. Obejmuje nastepujace tematy.
A) Analiza poprawnéci syntaktycznej na przyktadzie podanego zdania.

B) Zapis podanego wnioskowania (z zestawow Z1-Z3) w jezyku rachunkiu @de sprawdzenie,
czy wniosek wynika logicznie z przestanek wykonane skréconym algorytmem zerojedynkowym.

C) Zapis podanego wnioskowania (z zestawoOw Z4-Z5) w jezyku rachunku predykatow.

Uwaga. Poniewaz zapisy te sa trudniejsze niz w poprzednim temacie, odcinek 2 (nizej) obecnych Ma-

teriatdw podaje poprawne odpowiedzi wraz z odpowiednimi ®yj@niami. Zanim sie z nich skorzysta,
nalezy prébe zapisu wykob@amodzielnie i dopiero potem zajezeo odpowiedzi. Uczenie sie na paidie
bez préb samodzielnego rozwiazania nie datoby nalezytego wyniku.

Wykazanie, ze zachodzi wynikanie logiczne jest podane tylko w zestawie 4 i tylko w sposob intuicyjny
(potrzebne do tego reguty nie byty, z braku czasu, uwzglednione w wykladzie). $a terpatu C jest
przeznaczona tylko dla tych, ktérzy z innych odpowiedzi uzyskaja ocene b.dobra i zglo§azbagania
sie o celujaca (5.5).

D) Zastosowania logiki predykatéw dé&ciSlania jezyka nauk spotecznych. W tym punkcie sa do
wyboru dla zdajacego dwa warianty:

D.1) Zastosowanie do zapisu definicji réznych rodzajow relacji pod katem charakterystyki stosunku

preferenciji.

D.2) Zastosowanie do formutowania kontrprzyktadéw. W odpowiedzi mog@apbgytoczone eg-
zemplifikacje z odcinka 3 tych Materiatéw lub podane witasngli(jeafne, to punktowane wyzej niz
przytoczenie egzemplifikacji z odcinka 3).

2. Odpowiedzi na zadania z zestawow 4 i 5

Jako uniwersum czyli dziedzine rozwa@zprzyjmujemy zbiér istot rozumnych. Literdl]” jest
skrétem predykatu ,jest wszechmocny” szadywiduum, ktdrego dotyczy podmiot zdania 4 ozna-
czymy skrotowo litera ,a”".

Z4: =Y, W(x) Nie (jest tak, ze) kazdy jest wszechmocny.
1. 3,-W(x) KtoS nie jest wszechmocny.
2.Y,~W(z) Nikt (nie) jest wszechmocny.
3. 4. W (x) Ktos jest wszechmocny.
4. =W (a) Obecny premier Polski nie jest wszechmocny.

Z Z4 wynika logicznie 1, To twierdzenie o wynikaniu, jako pierwsze z twiendzdecnie
rozwazanych, oznaczymy etykieta T.1. Oto jego zapis.

LW T.1 umyslnie zmieniono ksztatt litery predykatowej i zmiennej indywiduowej, zeby uprzytojira
dobdr symboli jest obojetny dla wyniku rozumowaniasldeowiem formuta jest prawem logiki (tautologia), to

jest spetniona dla wszelkich symboli przy wszelkich ich interpretacjach. W rozumowaniu, ktére dalej nastepuje,

() bedzie sig, przyktadowo, interpreto@vako predykat ,jest Cliiczykiem”).
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2 Pomoce do egzaminu z logiki

Zdanie do dowiedzenia.
T.1: Implikacja —V.Q(z) = 3,—Q(z) jest prawem logiki predykatow.

Przypomnijmy: powiedzenie, ze ja&amplikacja jest prawem logiki, méwi doktadnie to samo, co
powiedzenie, ze jej nastepnik wynika logicznie z poprzednika.

Dowdd zdania T.1 przeprowadzimy metoda nie wprost, to znaczy wykazujac, ze jego zaprzecze-
nie prowadzi do sprzeczgoi. To zaprzeczenie, zwamatozeniem dowodu nie wprostoznaczymy
tutaj jako neg(T.1). Oto jego zapis.

Zatozenie dowodu nie wprost.
neg(T.1): Implikacja —V.Q(z) = 3.-Q(z) NIE jest prawem logiki predykatow.

Zeby dobrze uchwy¢i sens naszego dowodu nie wprost, trzeba pamigta znaczy, ze jaka
formuta nie jest prawem logiki. To znaczy, ze istnieja takie interpretacje wystepujacych w niej
symboli predykatowych i takie dziedziny obiektéw reprezentowanych przez zmienne indywiduowe,
przy ktorych dana formuta staje sie zdaniem fatszywym. | tak, formuta

3,5(y) = V,S(y)

nie jest prawem logiki, bo da sie wskd@ztaka dziedzine, np. zbior ciat niebieskich, i taki predykat,

np. ,jest gwiazda”, przy ktorych poprzednik jest zdaniem prawdziwym (istnieja ciata bedace gwiaz-
dami). a nastepnik fatszywym (nie jest prawda, ze wszystkie ciata sa gwiazdami). Taka interpretacja
formuty jest jejinterpretacja falsyfikujaca. Mysl, ze jak& formuta nie jest prawem logiki mozemy
teraz wyrazt krotko: formuta ta ma jal&interpretacije falsyfikujaca. Slenatomiast przypuszczenie

o istnieniu takiej interpretacji dla danej formuty prowadzi do sprzeszn8wiadczy to, ze jest to
formuta tautologiczna (prawo logiki).

Ze zdania neg(T.1) ptynie nastepujacy wniosek: istnieje interpretacja falsyfikujaca T.1, czyli
taka, przy ktorej

A: prawdziwy jest poprzednik zdania T.1
oraz
B: prawdziwa jest negacja nastepnika tego zdania (czyli nastepnik jest fatszywy).

Po zapisaniu tych za@esymbolicznym tatwo zobaczy ze maja one jako konsekwencje zdania 1-3.

A. ﬁVzQ(Z)

B. -3.-Q(2)

1. -Q(c) -z A.

2.(=Q(c)) -z B.

3.Q(c)—z2.

Zachodzi sprzeczrgd miedzy 1 i 3. A skoro neg(T.1) ma dwie konsekwencje miedzy soba

sprzeczne, musi ltyzdaniem fatszywym, a wiec prawdziwe jest zdanie T.1, co byto do okazania.
Przeksztatcenia od A i B do 3 ttumacza sie nastepujacymi intuicjami, ktére zawdzieczamy na-

szej biegt&ci w polszczyznie (w c&ei dotyczacej kwantyfikatoréw potocznych — ,kazdy” etc).

Przyktadowo, interpretujimy@” jako predykat ,jest Chiczykiem”, a jako dziedzing indywiduow
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Pomoce do egzaminu z logiki 3

reprezentowanych przez zmienngd ywezmy zbiér ludzi. Z A otrzymujemy 1, bo skoro nie kazdy
cztowiek jest Chiczykiem (A), to w zbiorze ludzi musi loyprzynajmniej jedno indywiduum nie
bedace Chiczykiem; moze to by np. obecny cesarz Japonii. Nie musimy jednakczpa nawet

z imienia. Wystarczy, majac pewst ze ono jest, nazvege jakims umownym symbolem sgodd
tych, ktére przeznaczy@imy do funkcjonowania w roli umownych imion wtasnych. Niech bedzie to
litera ,¢”; tak dochodzimy do wiersza 1.

Wiersz 2 jest konsekwencja tej &g naszego zatozenia, ktéra oznacayly jako B. Skoro nie
istnieje kte nie bedacy Cliiczykiem, czyli nie ma nikogo, kto by nie byt @bzykiem, to znaczy, ze
wszyscy sa Cliiczykami. A skoro wszyscy. to takze o wybranym przez nas &rmiegindywiduum
¢ nie jest prawda, ze nie jest ono @hzykiem. To mowi wiersz 2, a jest to rownoznaczne (na mocy
prawa podwaojnej negacji) z twierdzeniem, zgest Chhczykiem, co twierdzi wiersz 3. To jednak
jest sprzeczne z konsekwencja weziej uzyskana z tejze formuty neg(T.1), mianowicie cage
jest Chihczykiem (wiersz 1).

Powyzsza procedura dowodowa jest doktadnie zdefiniowana za pomoca regut sktadajacych sie
na jeden z systemow logiki predykatow (w skrypcie opisany w rozdziale V, odcinek 5).

Po tym komentarzu do pierwszego z zadlrécej juz mozna wskazana sposob rozwiazywania
pozostatych. Na pytanie, z ktérych Zdevewnatrz zestawu Z4 wynika jego zdanie tytutowe, mamy
trzy odpowiedzi pozytywne: wynika ono z 1, z 2, z 4. Kazda z tych odpowiedzi mozna uzasadni
podobnym jak wyzej dowodem nie wprost. Mamy do dyspozycji takze inne metody (omawiane w
skrypcie w rozdziale V, w odcinkach 1 i 3), ale ta jest najtatwiejsza i dajaca najlepsze pojecie o al-
gorytmach przydatnych w komputeryzacji rozumaéwalie przeprowadzajac juz dowodow, podam
tylko krotkie do nich wskazowki.

Z tego, ze kt8 nie jest wszechmocny (1) wynika logicznie, ze nie wszyscy sa wszechmocni (Z4).
Niech tym kims pozbawionym wszechmocy bedzie indywiduumJesli zaprzeczg nastepnikowi
Z4, to wszyscy sa wszechmocni, a wiec dotyczy to takzdest przeta wszechmocny i zarazem
nie jest.

Takze z tego, ze nikt nie jest wszechmocny (2) wynika logicznie, ze nie wszyscy sa wszechmocni
(Z4). Niech tym kin®, kto nie jest wszechmocny bedzieNegacja zdania Z4 jest zdanie, ze wszyscy
sa wszechmocni, a wiec rowniézco jednak jest sprzeczne z wépéejszym wnioskiem.

Co do wynikania Z4 z 4, to widaodrazu, ze skoro okstone indywiduun nie jest wszech-
mocne, to trzeba uziegzeby nie popst w sprzeczngt), ze nie kazdy jest wszechmocny.

Co sie tyczy zda w zestawie Z5, z ktorych wszystkie dotycza relacji, intuicyjne stwierdzanie
wynikania lub jego braku jest trudniejsze niz w poprzednim zestawie. Poprzestaniemy wigec na
cwiczeniach w formalnym zapisie tych relacji. Oto odpowiedzi na to, jakie zapisy w jezyku logiki
predykatoéw odpowiadaja zdaniom 1-10.

75.Y,3,L(y, x) Kazdego kt§ lubi.
1. 3,V L(z,y) Ktos lubi kazdego.
2.3,3,L(z,y) Kto$ lubi kog.
3.V,VyL(z,y) Kazdy lubi kazdego.
4.3, L(x,e) Kto$ lubi Ewe.
5.V.L(e,x) Ewa lubi kazdego.
6.3, L(e,x) Ewa lubi kogé.
7. L(a,e) Adam lubi Ewe.
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8.3,VyL(z,y) Kto$ (nie) lubi nikogo.
9. -3, V,L(z,y) Nikt (nie) lubi kazdego (tzn. nie ma ko§pkto by lubit kazdego).
10.V,Vy—L(z,y) Nikt (nie) lubi nikogo.

Do szczegdlnie czestych i uzytecznych konstrukcji z kwantyfikatorami, oprocz tych ujetych w ze-
stawach Z4 i Z5 naleza nastgpujace.

Zdanie o zawieraniu sie dwoch zbioréw, np. zwierzat bedacych mréwkami (M) i zwierzat bedacych
owadami (O).
[zaw] V(M (z) = O(z))

Zdanie o zawieraniu sie obustronnym czyli o rowaiodwdch zbioréw, np. liczb naturalnych (N) i
liczb catkowitych dodatnich (Q).
[row] V. (M(z) & O(x))

Zdanie o wykluczaniu sie dwoch zbiorow, np. mréwek (M) i pszczot (P).
[wyk] V(M (z) = —P(x))

Zdanie o krzyzowaniu sie dwdch zbioréw, np. oséb melancholijnych (M) i poetéw (P).

[krz] 3. (P(z) A M(z)) A 3o(P(x) AN =M(z) A F.(M(z) N =P(x)).

Znaczy to tyle, ze istnieja poeci melancholijni, istnieja tez poeci niemelancholijni oraz osoby me-
lancholijne nie bedace poetami.

3. Zadania na kontrprzyktady do zdan ogdinych

W codziennym zyciu i w badaniach naukowych czesto mamy do czynienia ze zdaniami, za pomoca
ktorych sa obalane, czyli falsyfikowane, zdania ogolne w postaci implikacji majace (w najprostszym
przypadku) forme [zaw]. Zdanie falsyfikujace, z ktdrego wynika negacja pewnego zdania ogolnego
nazywa sigkontrprzyktadem do tego zdania, Kontrprzyktad jest koniunkcja dwéchfzéemen-
tarnych (tzn. takich, ze jest to zdanie atomowe lub negacja atomowego). W tej koniunkcji pierwszy
czton opisuje jal8 konkretny przypadek spetniajacy poprzednik danej implikacji, drugjiczéon
opisuje przypadek, ktéry nie spetnia nastepnika. Gdy rozwazana implikacja bedzie zdanie

[zaw.1] V. (H(z) = K(x)),
np. ,Zawsze, j8li ktos jest Hrabia, to nosi Krawat”,

to kontrprzyktadem bedzie, powiedzmy, zdanie (z noworocznegp programu telewizyjnego 2004) o
hrabim Tyszkiewiczu (oznaczymy go przez’),

[krp] H(a) A =K (a).

Stosowanie kontrprzyktadow nalezy do gtéwnych metod badawczych w naukach empirycznych. aw
szczegolnéci w naukach spotecznych. Punktem &gra w badaniach jest czesto alternatywa kilku
hipotez bedacych zdaniami ogélnymi postaci [zaw].

Na przyktad, wysoki stopferozwoju gospodarczego mozna ttumaciypoteza Maxa Webera,
ze jest to wynik dominacji etyki protestanckiej, albo hipoteza, ze jest to wynik dominacji liberalizmu
ekonomicznego vBwiadomosci obywateli (co moze Iraie z kolei z tradycji kupieckich, z tsei
edukaciji etc). Niech hipoteze Webera wyraza zdanie:
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Pomoce do egzaminu z logiki )

[MW] Dla kazdej pary zbiorow&ri, z ktorych jedna jest protestancka, a druga katolicka, zbio-
rowasc protestancka jest bardziej zaawansowana gospodarczo niz katolicka.

Jesli siegn& po testujace hipoteze [MW] przypadki do obecnych landéw Niemiec, to wyrazistym
kontrprzyktadem okaze sie para: katolicka Bawaria, najbardziej rozwiniety gospodarczo kraj RFN,
oraz protestancka Brandenburgia nalezaca do najmniej zaawansowanych.

Jako inne zastosowanie metody kontrprzyktadu w problematyce nauk spotecznych rozwazmy pewna
przestanke w argumentacji na temat odniesienia sie w konstytucji UE doSeactuzé&cijahskich.

[WE] Kazda z wartéci, ktorymi kieruje sie UE jest chrzeijahska.

Jest to zdanie o zawieraniu sie zbioru wadioUE w zbiorze wartsci chrzécijahskich. Niech
zmienna z" odnosi sie do elementéw zbioru wszelkich wado(stanowi on wiec w tym przypadku
nasze uniwersum czyli dziedzine rozwa}a Zdanie [WE], od ,Wartéci Europejskie”, moéwi o
zawieraniu sie jednego z podzbioréw (wa&toUE) z uniwersum wszystkich wagoi w innym
podzbiorze (wartsci chrzécijahskie) tegoz uniwersum. W rsdefinicji [zaw] zdanie takie oddaje

sie w zapisie formalnym jako implikacje poprzedzona kwantyfikatorem ogolnym. W zapisie tym
zastosujemy nastepujace oznaczenia.

K ... [kto§] kieruje sie w swym postepowaniu [jakavartcécia)

C' ... jest chrzécijahskie

e ... Unia Europejska [skrotowa jej nazwa na uzytek obecnego zapisu]

a ... nazwaswieckaci paistwa jako pewnego elementu w dziedzinie waeto

Oto zapis formalny przestanki [WE].

[WE*] V.(K(e,z)= C(x)).

Kontrprzyktadem do zdania [WE*] jest koniunkcja:

[K¥] K(e,a) A =C(a).

Z [K*] wynika logicznie zaprzeczenie zdania [WE?*]. Mianowicie, konsekwencja tego drugiego jest
jego konkretyzacja (gdy zawezmiemy konkretna wargd —a).

[WE,] K(e,a) = C(a)).

Teraz wid&, ze sytuacja opisana w [K*], spetniajac poprzednik implikacji [V}Ealsyfikuje zara-
zem jej nastepnik, jest to wiec implikacja fatszywa. Poniewaz wynika ona logicznie z [WE*], a falsz
nie moze wyniké z prawdy, [WE?*] okazuje sie zdaniem fatszywym.



