lll. Klasyczny rachunek zdan.
Swiat funkcji prawdziwosciowych

Tto historyczne . Mysl, ze wnioskowanie, podstawowy
przedmiot logiki, mozna ufaw formie rachunku, pojawita
sie w 17tym wieku u Thomasa Hobbesa. Jak ja zre-
alizowet, przemgliwat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716), ktoéry skonstruowawszy maszyne arytmetyczna, snut
potem projekty logicznej. Byta to n§y otwierajaca przed
logika nowy kierunek rozwoju. Jak now§wiadczy fakt, ze
w éwczesnej strukturze uniwersytetéw, siegaja@repnio-
wiecza, logika nalezata do innego kursu studiéw niz dyscy-
pliny matematyczne, mianowicie do trzech (tacivium),
obok gramatyki i retoryki, nauk o jezyku, podczas gdy
cztery Quadrivium) owczesne nauki matematyczne byty
traktowane jako kurs osobny i bardziej zaawansowany.

Zblizenie do matematyki nie wyrwato jednak logiki z
grona nauk humanistycznych. W& w tym, ze sie ja
uprawia zaréwno w instytutach filozoficznych jak i mate-
matycznych. Inne partie humanistyki, jak lingwistyka, eko-
nomia, socjologia czy psychologia, zaczely sie tez z bie-
giem czasu matematyzo®alogika wiec odegrata w tym
procesie role awangardy. Z drugiegzstrony, rozwoj logiki
w 20tym wieku pokazat, wbrew programowi z wieku 17go,
jak niezbywalny jest w niej samej, a takze w matematyce,
Ow element intuicji, uchodzacy dotad za osobkxamystu
humanistycznego.

Teoria, na ktérej wspiera sie d&zgmach logiki, zwana
rachunkiem zda, nie byla obecna w dziele Arystotelesa
Analityki z potowy 4go wieku przed Chr., od ktoérego da-
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tujemy rozwoj logiki. Pierwsze idee przypominajace dzi-
siejszy rachunek zaepojawity sie o wiek pozniej w filozo-
ficznej szkole Stoikow, a pod koniétedniowiecza zostaty
wziete na warsztat scholastykéw. Potem poszly w zapo-
mnienie, a od nowa zbudowat logike w postaci rachunkowej
niemiecki matematyk Gottlob Frege (1848-1925) w pracy
[1879].

Frege, a takze Bertrand Russell (1872-1970) w Anglii
i Giuseppe Peano (1858-1932) we Wtoszech, tworzyli lo-
gike z mysla o dostarczeniu precyzyjnego jezyka matema-
tyce. Stad, jej gramatyka odpowiada skfadni jezyka ma-
tematycznego. Z tego powodu, a takze dlatego, ze jest
to pewien rachunek, nowa teoria byta zrazu nazywana
gika matematyczna Okazato sie jednak, ze jest ona w
swych zastosowaniach tak uniwersalna, iz nie wymaga
odrdzniania przymiotnikiem. Totez odr6zniamy przydawka
raczej te dawna, ok&tajac ja nazwdogiki tradycyjnej
miano matematycznej odnosimy #azilo tych dziatéw lo-
giki, ktére w sposdb zmatematyzowany traktuja o struktu-
rze i wkasn@&ciach teorii matematycznych.

Pojawito sie natomiast wewnatrz logiki odréznienie jej
trzonu zwanego logika klasyczna lub rachunkiem klasycz-
nym od pewnych teorii alternatywnych, a wiec nie-klasy-
cznych. Jedne z nich braty sie z odmiennego spojrzenia
na matematyke (logika zwana intuicjonistyczna), inne two-
rzono z mgla o dostosowaniu do problematyki filozoficz-
nej. Pionierem tego drugiego kierunku byt polski logik
Jan tukasiewicz (1878-1956), znany jako tworca pierw-
szych logik wielowart&ciowych, tzn. operujacych wiecej
niz dwiema wartgciami. Logika klasyczna jest dwu-
wartcsciowa w tym sensie, ze traktuje kazde zdanie jako
badz prawdziwe badz falszywe; prawdeszafatsz na-
zywa siewartosciami logicznymi tukasiewicz uwazat,
ze istnieja zdania ani prawdziwe ani falszywe, a naleza
do nich wypowiedzi o zdarzeniach przysztych. Gdy spoj-
rzymy na logike jako na rachunek wasto logicznych,
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rachunek klasyczny odznacza sie tym, ze operuje tylko
dwiema wart8ciami. Innym samoograniczeniem rachunku
klasycznego jest pominiecie problematyki rozumavea-
wierajacych terminy modalne, to jest takie, jak ‘jest ko-
nieczne, ze’' czy ‘jest mozliwe, ze’. Metody rozumowania
za pomoca takich terminéw sa przedmiotkgiki modal-

nej, uzupetnia ona klasyczna w sposéb, ktory jest istotny z
filozoficznego punktu widzenia.

Pozytywne okrélenie przedmiotu logiki klasycznej,
czyli takie, ktére nie poprzestaje na wskazaniu ograni-
czen, jest zawarte w drugiej c&ei tytutu. Obiektami ba-
danymi w rachunku zdasa funkcje prawdziwaciowe. Sa
to operacje na warfiach logicznych, ktére w wyniku daja
znowu jakd wart&t logiczna: prawde lub fatsz (nazywamy
te funkcje prawdziwsciowymi, biorac nazwe od jednej z
wartcsci). Charakterystyka tych operacji stuzy do tego, by
rozpoznawa prawa logiki, a dzigki temu odrozriavnio-
skowania poprawne od btednych.

Konstrukcja rozdziatu . Pierwsza czZ&& omawia
pojecie funkcji prawdziwsciowej, druga funkcje najblizsze
jezykowi naturalnemu, tj. negacje i koniunkcje, a &e
trzecia pozostate funkcje potrzebne do analizy rozunfiowa
w jezyku naturalnym. CZg ostatnia dostarcZ&xrodkéw do
takiej analizy, ktorymi sa algorytm zerojedynkowy i pojecie
wynikania logicznego.

1. Pojecie funkcji prawdziwosciowej

1.1. Funkcje, czyli operacje, jako rodzaj relacji . Na
kazdym kroku relacjami, ktére nosza tez nazwe stosunkéw
(terminy te sa uzywane zamiennie) spotykamy. Zauwazamy
np., ze z dwéch ludzi jeden jest wyzszy od drugiego i tym
samym mamy w polu widzenia stosunek wigkszo Re-
lacja jest orzekana o conajmniej dwdch przedmiotach, i
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wtedy nazywa sie dwucztonowa, a w przypadku wigkszej
liczby przedmiotow jest trojczionowa, czwoérczionowa itd.
Gdy cas sie orzeka o jednym tylko przedmiocie, np. 0
Gawle, ze jest hulaka, to mozna by méwo relaciji
jednoczionowej, ale uzywa sie raczej terminu cecha lub
whasna.

Wsréd rodzajéw relacji zajmiemy sie dla potrzeb obec-
nych rozwaza odmiana, ktéra ok&a sie terminemelacja
jednoznaczna! Sa takie stosunki, zauwazmy, ze gdy po
jednej stronie stosunku mozedwiele przedmiotdw, to po
drugiej tylko jeden. | tak np. kazdy ma tylko jedna matke
(chct ta sama matka moze naieviele dzieci), stad relacja
miec-matke nalezy do jednoznacznych. Gdy w kraju rzadzi
jeden krdl, jednoznaczna jest relacjachyoddanym-krola;
nie jest taka natomiast odwrotna do niej relacja krélowania
(chyba, ze w jakira osobliwymswiecie, gdzie nie wolno
miec krélowi wiecej poddanych niz jednego).

Jeszcze przykiad z innej dziedziny. W dobrze funkcjo-
nujacej maszynie, oksonemu posunigciu operatora ma-
szyny odpowiada jedno i tylko jej jedno zachowanie: gdy
skrece kierownice w prawo, samochod skreci na prawo, a
nigdy nie skreci w lewo ani nie odmowi skretu; co wigcej,
okreslonemu katowi przesuniecia kierownicy odpowiada (w
danej maszynie) okatony, taki a nie inny i zawsze taki sam
(w tych samych warunkach) skret kot. Powiemy przeto, ze
relacja przyporzadkowujaca ruchy kierownicy ruchom két
jest stosunkiem jednoznacznym.

Ostatni przyktad moze stuzyjako ilustracja do histo-
rycznych poczatkéw pojecia funkcji (od taskiegofunc-
tum majacego w swym znaczeniu poddanie sie dziataniu).
W 1749 Leonard Euler okslit funkcje jako wielkose
zmienna, ktéra jest zalezna od innej wiglkbzmiennej

I Pelniejsze przedstawienie rodzajéw relacji znajduje sig dalej: zob. rozdz.
piaty, odc. 2.2 i rozdz. szosty, odc. 3.1.
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Oczywiscie, wielk&t skretu kot jest zalezna od wielkoi
skretu kierownicy, a obie sa zmienne. To pojecie funk-
cji zaktada, ze cztonami danej relacji sa jakimierzalne
wielkosci, czego nie byto w przyktadach z matka i z krélem.
Matematycy, ktorzy z kiocem 19go wieku nadali logice
nowa posta (jak G. Frege, B. Russell, G. Peano i in.)
przetworzyli pojecie Eulera w taki sposob, ze nabrato ono
wiekszej ogoInéci przez opuszczenie warunku, ktory ogra-
niczat funkcje do wielkéci mierzalnych; stad, mogty sie
znalez w tej kategorii takie m.in. ,ludzkie” stosunki, jak
posiadanie matki. Zachowata sig jednak w tym uogdlnieniu
istotna wtasn&t, ze przyporzadkowanie jednego obiektu
(juz nie koniecznie wielksci) innemu obiektowi jest jed-
noznaczne.

Cztonami relacji moga Wy tez pary, trojki etc. Na
przyktad, decyzje na jak&dziatanie uzalezniamy od jego
uzyteczn@ci, a ta zalezy oda) korzysci, ktorej sie po nim
spodziewamy orazsj wiedzy o tych okolicznsciach ewen-
tualnego dziatania, od ktérych zaleza szanse powodzenia,
jest to istotne, bo nawet ztota géra ma niewielka wairto
gdy jej zdobycie jest wysoce watpliwe. Totez powiada sie
w matematycznej teorii decyzji (spokrewnionej i z logika
i z pewnymi partiami ekonomii), ze uzytecAtodziatania
jest funkcja owych dwdch czynnikow, th orazb. Nazywa
sie ja funkcja uzyteczrszi (ang. utility function).

Typowym przyktadem funkcji sa dziatania arytmetyczne
zachodzace w zbiorze, powiedzmy, liczb catkowitych. Np.
mnozenie przyporzadkowuje kazdej parze liczb doktadnie
jedna liczbe. Totez mnozenie zaliczamy do funkcji. Tak oto
Swiat poddany prawom matematyki j&stiatem catkowicie
obliczalnym, w ktérym nie moze sie zda&zyzeby dwa
razy dwa dawato czasem cztery, a czasera.giazywamy
tez funkcje dziataniami lub operacjami; zwtaszcza ten drugi
termin czesto jest uzywany uzywany zamiennie z terminem
‘funkcja’.
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1.2. Funkcje w zbiorze warto Sci logicznych . Zeby
przegt do funkcji wiasciwych logice, zacznijmy od pro-
stego spostrzezenia, ze istnieja zdania prawdziwe i zda-
nia fatszywe. Niech, dla krotlszi, dowolne zdanie praw-
dziwe bedzie oznaczone symbolem ‘1’, a dowolne zdanie
falszywe symbolem ‘0’.

Tak wprowadzamy do dziedziny naszych rozwadsva
obiekty z kategorii przedmiotow abstrakcyjnych. Swoj abs-
trakcyjny charakter zawdzigczaja one uzytemu wyzej stowu
‘dowolny’. Albowiem w zbiorze konkretnych zda np.
tych, ktére sie sktadaja na obecny akapit, nie ma czego
co datoby sie nazw’adowolnym zdaniem. Mamy tu zdanie
pierwsze, zaczynajace sie od ‘tak’, i jest ono pierwsze, a nie
dowolne. Zdanie zaczynajace sig od ‘swoj' jest drugie, nie
zas dowolne, i tak dalej. & wiec termin ‘dowolne zda-
nie prawdziwe’ nie oznacza obiektu konkretnego, to ozna-
cza ono obiekt pozbawiony wiassm konkretnych zda a
majacy tylko te jedna wiasiso: ze jest zdaniem prawdzi-
wym; w tym sensie jest to obiekt abstrakcyjny.

Abstrakcyjne obiekty 110 tworza dwuelementowy zbior,
ktory bedziemy nazyw@zbioremwartosci logicznych Na
tych elementach mozna wykony@agewne operacje, co
znaczy, mowiac inaczej, ze zachodza miedzy nimi relacje
z gatunku funkcji. Aby je opigg trzeba jeszcze uzupetni
jezyk stuzacy do mowienia o funkcjach. Oto nastepne
pojecia.

Elementy tego zbioru, w ktorym znajduja sie obiekty
jednoznacznie czersuprzyporzadkowane przez dana re-
lacje F nazywamywartosciami funkcji F, zas elementy
pozostatego zbioru nazywamgrgumentami funkcji F.

Na przykiad, operacja dzielenia przyporzadkowuje kazdej
parze ze zbioru liczb catkowitych §& pominiemy 0)
doktadnie jedna liczbe ze zbioru utamkowych, przy czym
ta sama liczba utamkowa jest przyporzadkowana wielu (a
nawet nieskaczenie wielu) parom liczb catkowitych, np.
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utamek! jest przyporzadkowany parom1i2,2i4, 3i6itd.
Widat dobrze na tym przyktadzie, ze przyporzadkowanie
jednoznaczne nie musi zachotlgr obie strony; gdy Zaza-
chodzi, mowimy wtedy oelacji wzajemnie jednoznacz-
nej.

Co do owych zbioréw, z ktérych jeden dostarcza argu-
mentéw funkcji, a drugi jej warteci, nie musza one fty
rézne. Moze sie zdarzy ze i argumenty i war&zi po-
chodza z doktadnie tego samego zbioru. TakSnia jest
ze zbiorem ztozonym z i 0; funkcje logiczne, o ktorych
bedzie tu mowa biora swe argumenty i swe waeta tego
jednego zbioru. Funkcje te sa oktane terminenpraw-
dziwosciowe poniewaz dotycza prawdy lub jej zaprzecze-
nia (tzn. falszu), a wiec w ten lub inny sposéb maja do
czynienia z prawda.

2. Koniunkcja i negacja

2.1. Tabele dla negacji i koniunkcji . Systematyczny
przeglad funkcji prawdziwgciowych odtozymy do nastep-
nego odcinka; tu Zarozwazamy przyktadowo dwie z nich.
Symbol funkcji prawdziwéciowej nazywamyunktorem
prawdziwosciowym

Rozwazymy dwa funktory prawdzivgciowe, jeden
zwany ‘negacja’ lub ‘przeczeniem’ drugi ‘koniunkcja’. Oba
sa obecne w jezyku polskim: negacja jako zwrot ‘nie jest
prawda, ze’ (lub jak§ z nim rownoznaczny), koniunkcjaZa
jako spajnik ‘i’ (lub jakis z nim réwnoznaczny, np. ‘oraz’).
Oto ich definicje.
Negacjama te wtasngt, ze kiedy jej funktorem poprzedzi
sie zdanie prawdziwe, to przemienia on je w zdanie fatszwe,
a gdy poprzedzi sie nim fatszywe, to nastapi przemiana w
prawdziwe.

Koniunkcja ma te wilasngt, ze aby byta prawdziwa, oba
zdania sktadowe potaczone jej funktorem powinnyt by
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prawdziwe. W kazdym innym przypadku, a wiec gdy
falszywy jest jeden ze sktadnikow lub oba, koniunkcja jest
fatszywa.

Definicje te dadza sie przejragie zapisa w tabelkach, w
ktorych argumenty zdaniowe funkcji sa reprezentowane li-
terami ' i ‘¢, symbolem zdania prawdziwego jest’,’
fatszywego 0, zaS funktorami negacji i koniunkcji sa, od-
powiednio, symbole~ i * A’

W tabelceTN, tj. dla negacji, pierwsza kolumna po-
daje wartéci argumentu a druga wagai funkcji (przy da-
nej wartésci argumentu). W tabelc€K, tj. dla koniunk-
cji, pierwsze dwie kolumny podaja wa#o argumentow, a

trzecia wart&ci funkciji.

p g | pAg |
1 1 1
p ~P 1 0 0
1 0 0 1 0
N 0 1 TK 0 0 0
2.2. Negacja i koniunkcja a logika naturalna . Z

powyzszych tabelek mozna wyprowatizvazna nauke w
kwestii stosunku pomiedzy teoria logiczna, w tym przy-
padku rachunkiem zde orazlogika naturalna, to jest ta
wrodzona kazdemu z nas, a przejawiajaca sie w jezykach
etnicznych, np. w polskim; zamiast zwrotu w liczbie mno-
giej ‘jezyki etniczne’ dogodnie bedzie postugitvsie zwro-
tem fjezyk naturalny’, rozumiejac pod nim ogét jezykow
etnicznych (tj. widciwych grupom narodowym).

Tabelki pokazuja naocznie, ze klasyczny (tj. z kla-
sycznego rachunku zda funktor negacji ~', jak i kla-
syczny funktor koniunkcji A’, sa symbolami funkcyjnymi
w dokfadnie takim samym sensie, jak sa nimi np. sym-
bole dziatéd arytmetycznych. To jest fakt niewatpliwy.
Zeby wyciagné z tabelek zapowiedziana nauke, to précz
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tego faktu trzeba jeszcze uamae zwrot ‘nie jest prawda,
ze’ oraz spojnik ‘i maja w pewnych zastosowaniach, to
samo znaczenie, ktore przystuguje, odpowiednio, logicz-
nym funktorom negaciji i koniunkcji. 34 to sie potwier-
dzi, to bedziemy mieli dowdd, ze precyzyjne pojecia lo-
giczne maja odpowiedniki w mniej precyzyjnych, ale przy-
datnych praktycznie, pojeciach wrodzonych, ktére znajduja
swoj wyraz w jezyku naturalnym. Czy sie potwierdzi?

Na to pytanie autor nie musi dawadpowiedzi, a na-
wet nie powinien, poniewaz Czytelnik jest tu catkowicie
kompetentny, a lepiej @i jego reakcja na postawione py-
tanie bedzie wolna od sugestii autora. Trzeba tylko pod-
kreslic klauzulgprzynajmniej w niektorych zastosowaniach
poniewaz jezykowi naturalnemu videiwa jest tego rodzaju
ekonomia, ze nieraz to samo wyrazenie ma kilka znacze
ktére dadza sie rozrézriaza sprawa kontekstu, czy to tek-
stowego czy nawet sytuacyjnego (tji. okolicdabspoza
jezyka towarzyszacych tekstowi).

Ekonomia polega na tym, ze stownik danego jezyka
nie rozrasta sie ponad jakieniezbedne minimum. Oto
na przyktad, gdyby przetokyjednoznaczr nad ekono-
micznast, to oprocz spdjnika ‘i’ faczacego zdania trzeba
by miec osobne stowo dla takich kontekstow jak §Ja
Matgosia sa para”, z ktérych tego ‘i’ miedzynazwowego nie
da sie wyeliminowa na rzecz konstrukcji spéjnikowej w
rodzaju ,J& jest para i Matgosia jest para”. Réznych zna-
czen ‘I’ jest jeszcze wiecej, tak wiec odpowiedz na posta-
wione wyzej pytanie musi liyograniczona do jednego ze
znacz@. Pytanie zatem brzmi, czy istnieja w jezyku natu-
ralnym (egzemplifikowanym tu przez polski) takie kontek-
sty, w ktorych zwrot ‘nie jest prawda, ze’ oraz spojnik ‘I’
odpowiadaja co do swej roli klasycznym funktorom negacji
i koniunkcji. Odpowiedz twierdzaca jest tym, co uzasadnia
stosowanie klasycznego rachunku zak analizy i oceny
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wnioskowah przeprowadzanych w jezyku naturalnym. Au-
tor wiec tej ksiazki — przez sam fakt jej napisania — pod-
pisat sie pod odpowiedzia twierdzaca. Prawem Czytelnika
jest proponowa rozwiazanie konkurencyjne.

Zostato juz zasygnalizowane, ze ten sam (co do brzmie-
nia) funktor jezyka naturalnego moze o danym jezyku
wiecej niz jedno znaczenie. Z drugiej strony, nalezy za-
uwazyc, ze to samo znaczenie mozechyodktadane pod
rézne funktory albo tez, co jest rzecza bardziej skompliko-
wana, wchoda jako jeden z elementéw w skiad znaczenia
réznych funktoréw. Oto przykiady.

Ze stowkiem ‘i’ rdbwnoznaczne jest ‘oraz’, a w sta-
ropolskim mielsmy jeszcze ‘tudziez’. Sens koniunkcji
wystepuje jako sktadnik w znaczeniu spéjnika ‘a’ oprécz
drugiego sktadnika znaczeniowego, ktory stuzy jakiému
przeciwstawieniu. W zdaniu ,Magda jest grzeczna & Ja
niegrzeczny” (i) stwierdza sie wspotzachodzenie dwoch
faktow, a wiec wspotprawdzived opisujacych je zda
do czego stuzy funktor koniunkcji, a ponadto (i) wyraza
sie przekonanie, ze te fakty sa sobie jakwzeciwstawne.
Jesli takie zdanie wystapi w rozumowaniu, ktérego po-
prawnat zechcemy oceniw Swietle logiki, to wezmiemy
pod uwage jedynie skfadnik pierwszy, a drugi zignorujemy
jako nieistotny z punktu widzenia poprawsw wnioskowa-
nia? Przyktadem na nieszkodlivgo takiego ignorowania w
procesie analizy logicznej moze %o, ze zaréwno ze zda-
nia o budowie i gjak i ze zdania o budowip a gqwynikaja
zdania o budowi@, o budowieq, dalejq i p (przemienné&c
cztondéw koniunkgciji), i tak dalej, wedle tych samych regut

2 Zdanie zaopatrzone w niniejszy przypis jest takze przyktadem na
poréwnanie roli ‘a’ z rola ‘i’; zamiast powiedzée,a drugi zignorujemy” mozna
powiedzi& ,i drugi zignorujemy”, ale wtedy autor nie datby wyrazu s\8gijia-
domdcsci, ze zachodzi przeciwistwo miedzy ignorowaniem i braniem pod
uwage.
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klasycznego rachunku. Stéwko ‘a’ ma swoje bliskoznacz-
niki, do ktérych sie odnosza te same konstatacje; sa to np.
‘ale’, ‘lecz’, ‘jednak’, ‘natomiast® Ten skladnik znacze-
nia wyrazenia, ktéry pokrywa sie ze znaczeniem jaki&ego
funktora prawdziwéciowego bedziemy okstet jakotrzon
prawdziwosciowy danego wyrazenia.

Takze negacje wyrazamy po polsku na rézne sposoby.
Mozna poprzedzi zdanie zwrotem ‘nie jest tak, ze’, zwro-
tem ‘nie ma miejsca fakt, ze’ itp. Zwroty tego rodzaju
brzmia nieraz sztucznie, totez dobra stylistyka wymaga
ograniczenia ich zastosowalo okre&lonych sytuacji, na
przyktad gdy pada zarzut méwienia nieprawdy: ,Nie jest
tak, ze [domglne ‘jak twierdzisz’] ty pamigetasz o moich
urodzinach”. Najprostszym i najczestszym sposobem za-
przeczania wisciwym jezykowi naturalnemu jest poprze-
dzenie orzeczenia stowem (w przypadku polskiego) ‘nie’,
jak w zdaniu ,Ty nie pamietasz o moich urodzinach”.
W jezyku polskim to ‘nie’ przed orzeczeniem obowiazuje
takze wtedy, gdy nastapito zaprzeczenie podmiotu; takie
dwie negacje nie likwiduja sie wzajemnie (jak czynia w
tacinie, angielskim, niemieckim i in.), stad powiedzenie
,Nikt nie wota”, podczas gdy po tacinie powiedziatoby sie
.,Nemo vocat”, a po angielsku ,Nobody cries” (,Nobody
does not cry” bytoby btedem gramatycznym, bo negacja jest
juz zawarta w ‘nobody’).

Podobne komentarze beda potrzebne w odniesieniu
do innych funktorow klasycznego rachunku adaraz
ich odpowiednikéw w jezyku naturalnym, dla ktérych
bedziemy w kazdym przypadku poszukiw#éh trzonu

3 Ostatnie z wymienionych stuzy do najsilniejszego kontrastowania stad
trzeba uwaza, czy istotnie o tak duzy kontrast nam chodzi. Gdy spiker powie
.Kohczymy nasz program i za chwile bedzie nastepny”, to jest w porzadku; nie
jest tez zle, gdy powie ,Kioczymy nasz program, a za chwile bedzie nastepny”.
Jest natomiast btedem jezykowym, gdy powie (jak to sie coracigiezdarza)
.Kohczymy nasz program, natomiast za chwile bedzie nastepny”.
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prawdziwci;ciowego Zajmiemy si¢ obecnie trzema in-
nymi funkcjami sp&rod tych plemu ktore (razem z
omowionymi) wystepuja w wieksaei uje klasycznego ra-

chunku zda.

3. Alternatywa, implikacja, rbwnowaznost

3.1. Alternatywa . Rozwazmy obecnie taka funkcje, ktéra
przybiera wartéc prawdy, gdy przynajmniej jeden z jej ar-
gumentdéw jest prawda, a wiec ma ona watttatszu wtedy

i tylko wtedy, gdy oba argumenty sa falszem. Funkcja ta
nazywa siglternatywa. Charakteryzuje ja nastepujaca ta-
bela.

p | ¢ | pVvg
1 1 1
1 0 1
0 1 1
TA 0 0 0

Zatozenie, ze zachodzi conajmniej jedno z dwojga, badz
p badzq (takich czton6w moze Wy wiecej) pojawia sie
czesto we wnioskowaniach, na przyktad w eliminowaniu
hipotez. Mianowicie, gdy dysponujemy zbiorem hipotez,
o ktérym wiemy, ze przynajmniej jedna z hipotez musi
byt prawdziwa, nie wiemy jednak ktora, to végjowa
przestanka wnioskowania jest alternatywa owych hipotez.
Potem, jak to czyni np. detektyw w tolledztwa, elimi-
nujemy poszczegolne cztony jako sprzeczne z poznanymi
w miedzyczasie faktami, i wtedy ostatni, ktéry pozostat
zastuguje na uznanie go za prawde.

Wystepujacy w tym rozumowaniu zwrot ‘przynajmniej
jedno z' dobrze oddaje ts& przestanki, ale jest na tyle
niewygodny, ze warto znaléXkrétsze stowo o charakterze
spoéjnika, ktory by taczyt argumenty alternatywy w jedno
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zdanie. W jezyku polskim stosunkowo dobrze nadaje sie
do tej roli spojnik ‘lub’. Nie bedzie tu doskonatej od-
powiednicci, poniewaz typowe w polskim uzycie ‘lub’
stuzy tez do wyrazenia, ze moéwiacy nie wie, ktéry z
cztondw jest prawdziwy; wie tylko, ze przynajmniej jeden.
Tego sktadnika znaczeniowego nie ma w funktorze praw-
dziwosciowym ‘v’. Ale skoro poprawn& wnioskowa
zawierajacych ‘lub’ nie zalezy od tego, co przy ich okazji
wyraza sie o stanie wtasnej wiedzy, nie ma przeszkody by z
logicznego punktu widzenia interpretoévdub’ jako funk-

tor alternatywy.

TrafncsC tej interpretacji potwierdza sie, gdy wezmie
sie pod uwage stosunek zdania alternatywnego do
rownowaznego mu zdania zapisanego za pomoca koniunk-
cji z negacja. Okazuje sie, gdy siegniemy do odpowiednich
tabelek, ze formuta:

(3.1).1 pvyg
przybiera dla kazdego z podstawieap i g te sama wartet,
co formuta:
(3.1).2 ~(~pA ~gq).
Znaczy to, ze te sama 8@ mozna wypowiedzie za po-
moca zdania w formie 1 i za pomoca zdania w formie 2, o
ile w miejscachp i q znajda sie te same zdania sktadowe.

Po to, by po przéiciu do poréwna z jezykiem polskim
miec do czynienia z formuta prostsza niz 2, przek<ztat
obie w ten sposdb, ze kazda z nich zanegujemgli be-
wiem obie wyrazaja to samo, to zaprzeczenie jednej wyraza
to samo, co zaprzeczenie drugiej; mozemy wiec réwnie do-
brze dokonywéa poréwna z jezykiem polskim, biorac pod
uwage owe zaprzeczenia. Poniewaz wyrazenie 2 stanowi
negacje formuty~ pA ~ ¢, t0o po jeszcze jednym zane-
gowaniu, otrzymamy z 2 znéw te formute (zgodnie z pra-
wem podwadjnego przeczenia). Mamy wiec do poréwnania
formuty:



48 Ill. Klasyczny rachunek zda Swiat funkcji prawdziw&ciowych

(31).3 ~@®Vva
(3.1).4 ~pA ~q.

Aby dostrzec, ze sa one zamienne, czyli rbwnowazne,
wstuchajmy sie w nastepujacy dialog. Kteadaje pytanie,
gdzie studiowata pani Margaret Thatcher, na co odpowia-
daja, kazda inaczej, dwie osoby: Ai B.

A: Studiowata w Londynie lub w Edynburgu.

B: Nieprawda.

A: Skad wiesz?

B: Bo sprawdzitem, ze nie studiowata w Londynie i nie
studiowata w Edynburgu.

A: Jesli tak, to istotnie, pomylitem sie.

Osoby dialogu sa tu postuszne prawu logiki, ktore funkcjo-
nuje — jak wida& — takze w jezyku naturalnym, miano-
wicie prawu, ze koniunkcja zaprzeéedwoch zda da sie
zastapt alternatywa tychze zéa Mianowicie:

(3.1).5 ,~(p Vv ¢" mozna zasta@iprzez (~pA ~q)".

Zachodzi takze zwiazek w pewien sposob symetryczny
wzgledem powyzszego, mianowicie:

(3.1).6 ,~(p A )" mozna zastafiprzez (~pV ~q)".

Zdania 5 i 6, gdy sie je zapisze w petni symbolicznie, tj.
wyrazi sie zastepowali$o symbolem ,= ", o ktorym mowa
dalej, w 3.2),[B nazywaja sie prawami de Morgana dla lo-
giki zdah (od nazwiska angielskiego logika z 19go wieku;
analogiczne prawa wystepuja w logice predykatéw i w teo-
rii zbiorow). Pokazuja one, ze sens funktora alternatywy
z rachunku zd@a pokrywa sie, w zastosowaniue do wnio-
skowah, z sensem spdjnika ‘lub’ w polszczyznie. Slle
bowiem zgodzikmy sie (o czym byta mowa w 2.2), ze
funktory negacji i koniunkcji pokrywaja sie znaczeniem,
odpowiednio, ze zwrotem przeczacym ‘nieprawda, ze’ i
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spojnikiem ‘', a teraz okazuje sie, ze za pomoca nega-
cji z koniunkcja mozna wyragi zarbwno alternatywe ra-
chunku zda (tj. formute z ‘v’), jak i alternatywe jezyka
polskiego (z ‘lub’), to spojnik ‘lub’ stanowi adekwatny lo-
gicznie przekiad funktorav .

3.2. Implikacja i rownowazno $¢. Podobnie jak w po-
przednim odcinku postapiimy z alternatywa, postapimy
obecnie z kolejna funkcja rachunku zg&téra nosi nazwe
implikacji. Mianowicie, znajdziemy réwnowazna impli-
kacji formute skonstruowana z negacji i koniunkcji, a
nastepnie pokazemy, ze ta rownowa@mpachodzi tez dla
odpowiednich konstrukcji w jezyku polskim.

Implikacja jest to funkcja prawdziwgciowa, ktéra
przybiera warte¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jej pierwszy
argument ma warkg 1, a drugi wartéc 0; w kazdym in-
nym przypadku implikacja ma wa&o 1. Przedstawia to
nastepujaca tabelka.

O O R KR
O R O R|e
R P O R

Tl

Poréwnajmy ja z tabelkd I* , ktéra podaje wyniki obli-
czenia, jakie wartsci przybiera funkcja- (p A ~ ¢) dla ko-
lejnych podstawii.
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P q ~ (pA ~q)

1 1 1

1 0 0

0 1 1
TI* 0 0 1

Tabelki te maja identyczna zawasto co znaczy, ze cha-
rakteryzowane przez nie funkcje sa identyczne, a roznia
sie jedynie sposobem wystowieriaR6znica w sposobie
wystowienia polega na tym, ze co wyraza sie w jednej
strzatka implikacji, w drugiej wyraza sie za pomoca pew-
nego uktadu funktoréw koniunkcji i negaciji.

Podobnie, jak w przypadku alternatywy, powstaje pyta-
nie, czy analogiczna odpowiedsow jezyku polskim za-
chodzi dla tego spdjnika, ktéry wybierzemy jako odpowied-
nik funktora implikacji. Do roli tej, jak zobaczymy, nadaje
sie spojnik stuzacy do budowgdan warunkowych, mia-
nowicie:

jesliptoq.

Zamiennie z nim mozna uzyWwawrotow:

gdyp, toq

zawsze, gdyp, toq

oilep, toq

to, zep pociaga to, ze
i tym podobnych.

Istotnie, tatwo tu o przyktady potocznych polskich od-
powiednikow tej rownowazrgei, ktéra zachodzi miedzy
funkcjap = ¢ z tabelki Tl a funkcja~ (»An ~ ¢) Z
tabelki TI* . Mozna znale& sporo takich, ktére dobrze

4 Analogiczny spos6b poréwnywania tabelek mozna byto zastdsewao-
przednim odcinku, dotyczacym alternatywy; uzyto tam jednak do tego celu
metody bardziej opisowej niz rachunkowej, by tym sposobem pékezane
mozliwe metody analizy sensu funktoréw.
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wpadaja w ucho jako obiegowe przystowialie ma rozy
bez kolcowpodpada pod koniunkcyjna formel* , a nikt
nie ma watpliwé&ci, ze znaczy doktadnie to samo, co po-
wiedzenie w formie implikacyjnejesli jest réza, to sa (w
niej) kolce Podobnie zachowuje sie framge ma dymu bez
ognia

Ten stosunek zachodzacy miedzy forma implikacyjna a
forma negacyjno-koniunkcyjna dostarcza metody obalania
twierdzen majacych forme zdania warunkowego czyli im-
plikacji. Aby zaprzecz§ pogladowiktéra krowa duzo ry-
czy, mato mleka dajézn., jesli ryczy, to daje mato mleka),
trzeba pokazakrowe, ktéra duzo ryczy, ale daje tez duzo
mleka. Inny przykiad. Pewien ostrozny kupiec kieruje
sie &ciSle zasada, by nie zaciagkredytow, a uzasadnia to
pogladem, ze branie kredytow niechybnie pociaga bankruc-
two. Co, oczywscie, rbwnoznaczne jest z twierdzeniem, ze
kto zaciaga kredyty, ten bankrutuje. Jak go przekoua
nie jest to prawda? Trzeba wské&zea przypadki, w ktorych
wzieto kredyt, a nie nastapito bankructwo.

Jest jeszcze jeden, wazny dla analizy rozunfgwa
sposOb formutowania zdania warunkowego. Zgodnie z
przydawka, zdanie takie méwi o tym, jak pewien stan rze-
czy warunkuje inny. Aby to zadawalajaco ofisana-
zwijmy pierwszy czton implikacji jejpoprzednikiem, a
druginastepnikiem Kazdy z tych cztonéw méwi oo wa-
runkowaniu drugiego, w kazdym jednak przypadku chodzi
o inny rodzaj warunku (warunkowane sa, sdavie, stany

5 Struktura zda podawanych wyzej jako przyktady cechuje sie nie tylko tym,
ze sa to (jawnie lub dongnie) zdania warunkowe, ale takze tym, ze sa to
zdnia ogdlne. Ma to konsekwencje, gdy idzie o sposob zaprzeczania, bo zdania
ogolne obalamy za pomoca wskazania niezgodnych z nimi konkretnych przy-
padkéw. Takim doborem przyktadow wykraczamy poza tematyke obecnego
rozdziatu i antycypujemy rozdziaty nastepne; ttumaczy sie to staraniem o to,
zeby przyktady obalania implikacji nie byty sztuczne, w praktyce bowiem inte-
resuje nas prawdzivgo twierdzé ogéinych.
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rzeczy, ktorych dotycza te zdania, ale dla skrétu méwimy
0 warunkowaniu poprzednika przez nastepnik i nastepnika
przez poprzednik).

Oto zasada okstajaca 6w stosunek. Poprzednik
wyrazawarunek dostateczny(zwany teawystarczajacym
wzgledem nastepnika, ganastepnik wyrazavarunek
konieczny(zwany temiezbednynywzgledem poprzednika.
Na przyktad, implikacje&kazda osoba prawna ma zdoB®
do czynnéci prawnych(domyslnie: ,jesli jest sie osoba
prawna, to ma sie zdol§o ..." itd.) stwierdza, ze wystar-
czy, czyli jest warunkiem dostatecznym,tysoba prawna,
by mieC wymieniona zdolngt. Nie jest to natomiast ko-
nieczne, bo te sama zdoktomaja niektore osoby fizyczne.

Z drugiej strony, dla osoby prawnej niezbedne jest posia-
danie owej zdolnsci, bo bez niej nie bytaby ona osoba
prawna; w tym sensie, cecha ta jest warunkiem koniecz-
nyms$

To, ze stan rzeczy A jest warunkiem wystarczajacym dla
B, mozna wyra# (dobitniej niz przez ‘jéli’) za pomoca
spéjnika ‘zawsze wtedy, gdy’, powiadajgawsze wtedy,
gdy A, to B To z&, ze B jest warunkiem koniecznym dla
A, mozna wyrazi za pomoca spojnika ‘tylko wtedy, gdy’,
powiadajad tylko wtedy, gdy ANa przyktad, gdy sie mowi
,nie ma dymu bez ognia”, chce sie powiedziee dla dymu
konieczny jest ogie, czyli ze dym jesttylko wtedy gdy
ogien; to za& jest jednym ze sposobOw wyrazenia implikacji
.Jesli jest dym, to jest (tamze) ogi&, czyli, ,zawsze wtedy
gdyjest dym, to jest ogi#’.

6 Relacji migdzy warunkami koniecznym i dostatecznym nie nalezymagi
stosunkiem przyczynowym, ktore jest o tyle bogatszy, ze zawiera odniesienie
do czasu, do pewnych zale&w fizycznych itp. Totez nie ma w tym nic oso-
bliwego, ze czasem warunek dostateczny nastepuje czasowo po koniecznym;
np. jest konieczne meemature, by zostaprzyjetym na studia wyzsze, a wiec
wystarcza bg studentem, by posiadanature.
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Gdy teraz potaczymy oba te spdéjniki w jeden ztozony,
powiadajacA zawsze wtedy i tylko wtedy, gdyud krocej
(opuszczajac ‘zawsze’ jako dosine)

A wtedy i tylko wtedy, gdy B,

to stwierdzamy, ze A jest warunkiem koniecznym i zara-
zem wystarczajacym dla B, co oczyagie pociaga za soba,
ze i B jest takim podwoéjnym warunkiem dla A. Zachodzi
tu wiec koniunkcja dwoéch implikacji tym sie rézniacych,
ze zdanie bedace w jednej poprzednikiem w drugiej jest
nastepnikiem i odwrotnie.

Ta funkcja prawdziwéciowa jest okrglana jakoobu-
stronna implikacja czyli rownowaznosc. Oznaczamy ja
symbolem < ktéry swym ksztattem wskazuje na zacho-
dzenie implikacji w obu kierunkach (czego nie da sie po-
wiedzie€ o symbolu =", tez stosowanym dla oznaczenia
rownowazngci).

Nim zajmiemy sie systematycznie, w rozdziale VI, za-
gadnieniami definicji, jest tu stosowne miejsce na antycypo-
wanie punktu dotyczacego zastosowania naszego symbolu
» <" w definicjach. W zalezngci od kategorii sktadniowej
(por. 11.1.1) wyrazenia definiowanego, definicja ma badz
post& zdania, w ktorym symbol rowiseci (lub wyrazenie
o podobnej funkciji) taczy dwie nazwy, badz pdstalania,

w ktérym symbol réwnowazriri faczy dwa zdania.

Przyktad pierwszej postaci: 74, nast(0)” (jedn&t definiu-

jemy jako nastepnik zera);

Przyktad drugiej postaci: X=y-z < 4 y=X+z" (definicja

odejmowania za pomoca symbolu dodawania).

Nastepujacy po symbolu réwaa lub rownowazngci in-
deks ,df” wskazuje, ze dane zdanie peni role definicji.
Bywa, ze mamy dwa zdania o tym samym ksztatcie, lecz
tym sie rézniace, ze jedno z nich jest w pewnej teorii de-
finicja, a drugie, w innej teorii, funkcji tej nie petni. Ze
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wzgledu na identyczrag ksztattu tatwo jest je pomydi za

co placi sie pogmatwaniem dalszego ciagustnyMozna
jednak tej szkodzie zapobiec SJedéw szczegdlny przypa-
dek rownowaznsci, jakim jest rownowazris definicyjna,
odroznimy od przypadku ogolnego za pomoca owego in-
deksu. Analogicznie odr6zniamy dwie wersje symbolu
réwndasci, co ilustruje drugi z podanych wyzej przyktadéw,
gdzie pierwsze i trzecie wystapienie symbolu rogcianie

ma charakteru definicyjnego, a ma je drugie, co zaznaczono
dopiskiem ,df”.

Wracajac do tematyki rachunku Zgazauwazmy, ze
symbol réwnowazngci nie jest konieczny, bo cokolwiek
wyrazamy za jego pomoca, mozemy réwnie dobrze wgrazi
postugujac sie koniunkcja odpowiednich implikacji. Tak,
na przykfad, zdanie;,grzmi < btyska” jest rownoznaczne
ze zdaniem ,grzmi = blyska A (blyska = grzmi)”. Te za-
mienndt rownowaznéci na koniunkcje dwoch implikaciji
stwierdza nastepujaca definicja.

e @ S yalp=q9 A= Dp)

Funktor rownowazngci jest wysoce przydatny, cbhalys-
ponujac implikacja i koniunkcja mozemy sie bézabeft,
bo nie tylko skraca on napisy, ale czyni je tez przejrzyst-
szymi.

tatwo pokazé, ze zdefiniowanie rownowazga jako
koniunkcji dwu implikacji pociaga za soba charakterystyke
rownowazn@ci przez nastepujaca tabelke.

O O R Rr-
O Fr O KR
R OO R

TR
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Pozytecznym treningiem w korzystaniu z tabelek, przygoto-
wujacym do zagadniez nastepnych odcinkéw, bedzie wy-
prowadzenie definicji rownowazgoi z wzietych tacznie ta-
belTK, TI, TR

3.3. Algebraiczne podstawy rachunku zda . Funk-
cja prawdziw&ciowa — przypomnijmy — jest to funk-
cja, ktérej wart@ci, jak i argumenty czerpane sa z dwu-
elementowego zbioru waoi logicznych. Kazda z pozna-
nych dotychczas funkcji w swoisty, sobie &tawy sposdb,
przyporzadkowuje warfziom argumentéw warsai funk-
cji, np. réwnowaznst argumentom o warfziach 1 i 1
przyporzadkowuje warg 1, argumentom o warsciach 0

i 1 wartcst 0, itd.

Powstaje pytanie, skad bierzemy nasz repertuar funkcji
prawdziwdaciowych. Czy jest to przypadek, ze bsaly
ich dotad pod uwage pige czy jest w tym jaka me-
toda? Podjecie tego pytania rzugwiatto na pewne me-
tody postepowania w nauce, totez jego donissteykracza
poza wewnetrzne zagadnienia rachunkuzgiednoczénie
z& ujawni sie powod, dla ktérego obecna teorie nazywamy
rachunkiem.

Zrozumienie istoty rachunku zfaoraz metody pro-
wadzacej do wyboru naszych funkcji prawdzseowych
wymaga odwotania sie do waznego rozdziatu z dziejow na-
uki, jakim byto powstanie algebry abstrakcyjnej. Poczatki
algebry siegaja 16go i 17go wieku (wielkie zastugi dla
jej rozwoju potozyt Kartezjusz), ale jej postaabstrak-
cyjna, scisle zwiazana z powstaniem wspotczesnej logiki,
uksztattowata sie w wieku 19tym. Abstrakcypiojej po-
lega na tym, ze operacje (inaczej, funkcje) algebraiczne nie
sa ograniczone do liczb (jak to czyniono we wszejszej
algebrze), lecz sa definiowane dla obiektéw dowolnego ro-
dzaju; o tych obiektach wiemy tylko tyle, ile zostato po-
dane w definicjach operacji; sa to, mianowicie, te i tylko te
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przedmioty, na ktérych owe operacje daja sie wykon&/
zaleznéci od tego, jak zdefiniujemy operacje, czyli jakie
przypiszemy im wiasr&ci, powstaja rozne teorie algebra-
iczne.

Jedna z takich teorii znajduje sie u podstaw rachunku
zdah. Nazywa sie ona algebra Boole'a od jej tworcy,
ktorym byt matematyk brytyjski George Boole (1815-
1864). Przyjmuje sie w niej, ze zbiér przedmiotéw, na
ktérych wykonalme sa operacje jest dwuelementowy, ni-
czego nie zakladajac (zgodnie z abstrakcyjna natura alge-
bry) o tym, co to sa za przedmioty. Jako operacje wyko-
nalne na jej elementach przyjmuje sie takie, ktore odpo-
wiadaja przedstawionym wyzej tabeloblN, TK i TA,
ale — pamietajmy — na tym w§giowym etapie, nie sa to
tabele méwiace o warkziach logicznych i dziataniach na
tych wartgciach’

Tak wiec, dwuelementowy zbidr i trzy wymienione ope-
racje charakteryzuja jednoznacznie algebre Boole’'a, stad
nazywa sie je operacjami boolowskimtatwo zauwazg,
ze tego rodzaju operacji da sie zdefini@mvaiecej. Np.
wsrod operacji jednoargumentowych mozna sobie wy-
obrazt jeszcze taka, ktéra zachowuje ten sam obiekt, czyli
1 ,przeksztalca” w 1, Za0 w 0. lle jest wszystkich funkciji,
mozna oblicz¢ kombinujac wszystkie mozliwe zestawie-
nia zer i jedynek. Wynik tych operacji kombinatorycznych
podaja ponizsze tabelel 1 dla funkcji jednoargumento-
wych, aT2 dla funkcji dwuargumentowych.

7 Odniesienie do warfei logicznych zachodzi dopiero na etapie zastogowa
od ktéregade factozaczelsmy nasze rozwazania, ale kt@ty iure(czyli z racji
powinndsci) jest pozniejszy w porzadku teoretycznym.

8 Zrobily one kariere nie tylko w logice, lecz takze w informatyce, gdzie
znajduja zastosowanie zarowno w projektowaniu uktadéw w sieciach elektrycz-
nych, jak i strukturze jezykéw programowania.
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A B C D
0

T1 0 1 0 1 0

Liczba wszystkich mozliwych funktoréw dwu argumentowych
przy dwu wartéciach funkcji wynosi 16. Ponizsza tabelaT-2

— nie tylko podaje ten wynik, ale pozwala tez pslegizE me-
tode, ktéra do niego prowadzi.

ry|112|3(4(5/6|7|8|9(10(11|12|13|14|15|16
11y11/2f2f1j1j1|1|0{0|0|O0OJO0O|0O|0O0]O
10114122 /0j0j0|0O|1|21|1|j1,0|0|0]O
01f1(1/0/0j1{1{0|0|2|1|0|0OJ1|2]j0]O0
oof1/0j1/0j1j0|{12|0|21|0|1|0J1|j0O0|1]0

W tym punkcie wid& swobode, jaka mamy przy tworzeniu sys-
temu logicznego. Po pierwsze, nadajemy nic nie méwiacym
symbolom taka lub inna interpretacje. Dla celéw np. techniki
elektronicznej oraz informatyki interpretuje sie funkcje opisane
w powyzszych tabelach jako schematy potgczeeciowych, dla
celow neurofizjologii jako schematy w sieciach nerwowych, a
dla celéw klasycznego rachunku #da— jako funkcje do obli-
czania wartéci logicznych zda ztozonych. Wida z tego, dzigki
czemu rozwazana obecnie teoria zastuguje na miano rachunku
zdah (dlaczego nazywa sie rachunkiem klasycznym, byta mowa
w odcinku “Tto historyczne™.

Je&li nawet nie kazda z dwudziestu powyzszych funkcji moze
by¢t wykorzystana w naszym rachunku (sa takie, ktérym trudno
nada intuicyjne znaczenie), to niektdre z nich na pewno sie do
tego nadaja, a jest ich wiecej niz to uwzgledniono w obecnych

9 Widat tez, na czym polega abstrakeyjny charakter algebry, ktéra niczego
nie przesadzajac o §ei operacji, umozliwia przez to réznorodne interpretacje
i zastosowania.
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rozwazaniach. Na przykfad, funkcja scharakteryzowana w ko-
lumnie 15 odpowiada spdéjnikowi ‘ani ... ani ...’ i mogtaby sie
przyd& do zdefiniowania koniunkcji i negacji, poniewaz obie
w sobie zawiera. Istotnie, sa systemy (np. W. V. O. Quine’a),
ktére postuguja sie tym funktorem (a raczej jego symbolicz-
nym odpowiednikiem), poniewaz sa po temu pewne racje teo-
retyczne. Jgli natomiast tworzy sie system logiki bardziej dla
celéw praktycznych niz teoretycznych, nalezy wybtea funk-

cje, ktore najczgciej sie pojawiaja w rozumowaniach, o ile tylko
inne dadza sie, w razie potrzeby, zdefiniéwa ich pomoca.

W przyjetym tu zestawie pieciu funkcji, najbardziej dla na-
szych celdw praktycznym, sa takie pary, ze za ich pomoca mozna
zdefiniowd& pozostate. Byto juz pokazane, jak przez koniunkcje
z negacja mozna wyrazialternatywe i jak implikacje; z kolei,
réwnowazn&t da sie zdefiniow@przez koniunkcje z implikacja.
Mozna pokaza, ze koniunkcja z negacja wystarczaja do zdefi-
niowania nie tylko tych wybranych tu funkcji, ale takze i pozo-
statych wyliczonych wl' 2. Te sama zdolr&E maja pary (z na-
szego zestawu): alternatywa z negacja oraz implikacja z negacja;
mozna np. zdefiniowaza pomoca kazdej z nich koniunkcje,
mozna zdefiniowaimplikacje za pomoca alternatywy z negacja,
itd. Sa to zwiazki, ktére rzucaja wieRviatta na sens odpowia-
dajacych danym funktorom spojnikéw jezyka naturalnego. Takze
na tej drodze teoria logiczna rozwija nasza sawiadom@&t co
do potencjatu logicznego ludzkiego umystu, zwlaszcza gdy jest
on wyposazony w nalezycie rozwiniety jezyk.

4. Skad niezawodn& wnioskowania?

4.1. Algorytm zerojedynkowy dla praw logiki

Pojecie algorytmu, choetymologia siega arabskiegwednio-
wiecza, objawito swa doniosto dzieki wspotczesnej logice
(dodajmy, na jej styku z matematyka). Jej historycznym
osiagnieciem jest udowodnienie, ze nie wszystkie zagadnienia sa
rozstrzygalne, nawet gdy idzie o zagadnienia matematyczne; tym
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bardziej nalezy to odnge do probleméw nauk empirycznych, a
w szczegolnéci humanistyki. Méwimy o jakira zagadnieniu, ze
jestnierozstrzygalne gdy nie istnieje dla metoda rozwiazania
zwana algorytmem.

Algorytm jest to zbiér przepiséw okgtajacych porzadek
dziateh, ktére nalezy wykona by rozwiazé zadanie z
okreslonej klasy probleméw. Algorytm ustala precyzyjnie
obiekty, na ktérych maja liywykonywane dziatania oraz olgla
wyniki tych dziatah; wyniki te sa przyporzadkowane jednoznacz-
nie do obiektéw dziatania czyli jego argumentéw, mamy tu wiec
do czynienia z funkcjami (w sensie oktenym wyzej, odc. 1.1;
wiecej na temat algorytmu zoBELF, XXI).

Autorzy prébujacy uprzystepnto pojecie zwykli wskazywa
na przepisy kulinarne jako na przyktady algorytméw. Istot-
nie, niektére wskazowki, gdy sa ujete Slmowo (przygotowa
1 kg. wegorza, jedna cytryne itd.) lub gdy wymieniaja bar-
dzo konkretne czynrii (zdj& skore, pokraja na kawatki 6—
8cm.), przypominaja algorytmy obiektywscia i precyzja opisu.
Ale gdy przepis kaczy sie zaleceniem ,dodasoli i pieprzu
do smaku” to mamy tu typowy przypadek problemu, ktory nie
jest podatny na obiektywne rozstrzygniecie (zreszta, sztuka kuli-
narna nie bytaby sztuka, gdyby wszystko zatatwiaty w niej al-
gorytmy). Rozwiazanie otrzymane na drodze intuicyjnej, np.
owego smaku, moze bytrafne (co pokazuje sie nieraz po wy-
niku), ale pozadane jest, by tam gdzie to mozliwe dyspoggaa
kims algorytmem. Eliminuje to bowiem ryzyko btedu i zarazem
odciaza sity twoércze, ktére mozna wtedy lepiej skoncenttowa
na wymagajacym tego odcinku. Dobrze jest wigec, gdy w j&kim
postepowaniu, na tyle skomplikowanym, ze nie obejdzie sie bez
pomystoweci czy intuicji, pewne partie moga byvykonane na
podstawie algorytmow. Tak wéaie jest ze sztuka kulinarna. |
tak ze sztuka rozumowania. Gdy idzie o te druga, zajmiemy sie
obecnie jej czgcia algorytmiczna.

Algorytm zwany zerojedynkowym bierze te nazwe od
obiektéw, na ktérych jest wykonywany, owych zer i jedynek
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z tabel prawdziwsciowych. Klasa probleméw, do ktérych
rozwiazywania zostat stworzony wyraza sie pytaniezy dana
formuta rachunku zdan jest prawem logikiByc pra-
wem logicznym rachunku zdah — to byc taka formuta
zbudowana ze zmiennych zdaniowych i funktoréw prawdsiwo
ciowych, ktora jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu za
zmienne.

Wezmy mozliwie najprostszy przyktad: formuta ‘= p’
daje zdanie prawdziwe, cokolwiek by nie podstawa ', czy
bedzie to prawda czy fatsz, npz = 2’ lub ‘'z # z’. Podob-
nie widet z miejsca, ze kazde podstawienie musi zaowocowa
zdaniem prawdziwym, gdy idzie o formuly takigV ~ p’ czy
"~ (¢ ~ q)'. Zdrugiej strony, jest oczywiste, ze np. koniunk-
cja ‘p A ¢ nie jest prawem logicznym, bo z samej definicji (j.
z tabelki dla koniunkcji) widg, ze istnieja podstawienia falsyfi-
kujace, czyli czyniace formute zdaniem fatlszywym.

Ale przy formutach bardziej ztozonych rozwiazanie wymaga
namystu. Wtedy tu przychodzi z pomoca algorytm zerojedyn-
kowy. Przé&ledzmy go na przyktadzie formuty:

(41).A (p=q = (vp=~q.

Trzeba wykona kolejno cztery podstawienia, bo tyle jest kombi-
nacji tworzacych rézne uktady z zera i jedynki. Kompletna liste
takich podstawig dogodnie jest przedstagviv tabelce, ktérej
pierwsza kolumna podaje podstawienia pa druga podstawie-
nia za {, zas trzecia wynik danego podstawienia (tj. z danego
wiersza), ktéry odpowiada na pytanie, jaka jest przy tych podsta-
wieniach wartét logiczna formuty (4.1).1.

D qg [(4.1).A
1 1 1
1 0 1
0 1 0
0 0 —
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Do wynikéw zarejestrowanych w powyzszej tabelce prowadza
nastepujace obliczenia. Wynik w wierszu pierwszym powstaje
kolejno z podstawienia wardgi 1 za »' i 1 za ‘¢’ (krok 1), po-

tem réwnoczesnego zastosowania tabdlki do poprzednika i
TN do nastepnika (krok 2), potem zastosowania tab&kido
nastepnika (krok 3), wreszcie zastosowania tejze tabelki do re-
zultatu kroku trzeciego (krok 4).

41).1 1=1) = (~1=~1)
4.1).2 1= (0=0

(41).3 1=1

4.1).4 1

Procedure te powtarzamy dla nastepnych wierszy z listy do-
tyczacej (4.1).A, co prowadzi do wynikdéw wpisanych w trzeciej
kolumnie tej listy. Na wierszu trzecim kazymy postepowanie
(co symbolizuje nie wypetniony wiersz czwarty), bo skoro ist-
nieje ch@&by jedno podstawienie, przy ktérym formuta przybiera
wartcst 0, to nie jest ona prawem logiki. Mamy wiec juz wynik,
tym razem negatywny, i na tym kozymy postepowanie.

Godna polecenia jest skrotowa metoda zerojedynkowa, ktéra
pozwala odrazu (bez pedantycznego wypetniania kolejnych wier-
szy) wpd&C na trop krytycznego (w tym przyktadzie) wierszatrze-
ciego. Czynimy zatozenie, ze formuta A nie jest prawem lo-
giki, wobec czego (przyjmujemy konsekwencje tego zatozenia)
ma prawdziwy poprzednik i fatszywy nastepnik. Aby nastepnik
byt falszywy, to — sam bedac implikacja — musi raipraw-
dziwy poprzednik ~ p’ i fatszywy nastepnik ~ ¢'. Skoro ‘~ p’
jest prawda, toyp’ jest fatszem, a skoro~ ¢’ jest fatszem, to ¢’
jest prawda. | tak znajdujemy podstawienie falsyfikujace formute
A.

Ta sama metoda pozwala na uzyskanie odpowiedzi pozytyw-
nej, gdy formuta jest prawem logiki. Rozwazmy formute:

(4.1).B (p=4q = (~q¢g=>~p).
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Zatézmy, ze B nie jest prawem logiki. Wtedy ma prawdziwy
poprzednik i fatszywy nastepnik. Ten z kolei, bedac fatlszywa
implikacja, ma prawdziwy poprzednik-q’ i fatszywy nastepnik

‘~ p', z czego wynika, zeq' jest fatlszywe, ap’ prawdziwe. Ale
przy tych wart&ciach dlayp’ i ‘ ¢, poprzednik formuty B staje
sie falszywy, co jest sprzeczne z pierwszym wnioskiem, ktory
wysnulismy z naszego zatozenia o fatszyseoB: ze poprzednik
jest prawdziwy.

Zdanie, z ktérego wynikaja dwa sprzeczne miedzy soba
wnioski musi by zdaniem fatlszywym, poniewaz prowadzi do
sprzecznéci, a sprzeczri, bedac fatszem, nie moze wyniae
zdania prawdziwego. Zatem zatozenie &gipwe jest fatszywe;

a ze gtosi ono, iz B nie jest prawem logiki, to prawda bedzie jego
zaprzeczenie, czyli to, ze B jest prawem logiki.

Ten rodzaj rozumowania nazywa sie sprowadzeniem do
sprzecznsci lub (termin powszechniejszgprowadzeniem do
niedorzecznaci, co jest odpowiednikiem tasskiegoreductio
ad absurdum Oprécz tej wersji algorytmu zerojedynkowego i
jego wersji podstawowej istnieja jeszcze inne metody badania,
czy dana formula jest prawem rachunku zdaJedna z nich,
zwana sprowadzaniem do postaci normalnej ma takze charakter
algorytmiczny; jej przedstawienie nie rsi@ sie w ramach obec-
nego tekstu, ale wymieniwszy jej nazwe mozna odedtaodpo-
wiedniej literatury, jak Borkowski [1970], Grzegorczyk [1969],
ELF, 11, 3.

Rachunek zdajest tez konstruowany w postaci systemu ak-
sjomatycznego, co nie dostarcza algorytmu, ale daje pozyteczne
uporzadkowanie twierdre Polega ono na tym, ze pewne prawa
logiki przyjmuje sie jako pierwotne, to jest bez dowodu; na-
zywaja sie oneaksjomatami. Ponadto, przyjmuje sie reguty
wyprowadzania jednych twierdaez innych, zwaneegutami
wnioskowania, i za pomoca tych regut wyprowadza sie z aksjo-
matow interesujace nas prawa logiki; sa one wtedy twierdzeniami
danego systemu aksjomatycznego. Procedura ta jest opisana, w
odniesieniu do logiki predykatéw, na poczatku rozdziatu piatego.
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Ro6zne przyktady aksjomatyzacji rachunku adanajduja sie w
literaturze podanej wyzej (wzmianka o postaciach normalnych).

4.2. Wynikanie logiczne a wnioskowanie . Poprzez
pojecie funkcji prawdziwsciowej dochodzi sie do pojecia prawa
logiki zdah — jako takiej funkcji, ktéra przy kazdej wagoi ar-
gumentow przybiera wargd prawdy. Prawo logiki oki&ga sie
tez terminentautologia, o tyle dogodnym, ze fatwo uraboden
termin abstrakcyjny ‘tautologiczi$o’ jako nazwe cechy charak-
teryzujacej prawa logiki. Okg&en tych uzywa sie zamiennie,
kierujac sie w wyborze charakterem kontekstu.

Pojecie prawa stuzy z kolei do tego, by uropbjecie wynika-
nia logicznego, a za jego pomoca wyi@kryterium poprawnego
wnioskowania dedukcyjnego. Wnioskowanie takie Skaeny
(krécej) jakoniezawodne to jest uksztattowane wedtug sche-
matu, ktéry zapewnia, ze o ile przestanki wnioskowania sa praw-
dziwe, to i wniosek jest prawdziwd.

Stosunek miedzy prawem logiki a niezawodnym schematem
wnioskowania jest nastepujacy. Bierzemy pod uwage te prawa
logiki, ktére maja forme implikacji, a wiec skiadaja sie z po-
przednika i nastepnika.

Zamiast moéwg, ze formutaN jest nastepnikiem, a formuR
poprzednikiem jakiego prawa logiki, mozemy mowi(krdcej),
ze

N wynika logicznie z P.

Okreslenie to dotyczy rowniez zéabedacych podstawieniami
odpowiednich formut. Rozwazmy formutg Vv ¢', ktéra wynika
logicznie z formuly p A ¢', poniewaz obowiazuje nastgpujace
prawo (co mozna sprawdzmetoda zerojedynkowa):

10" Nje wszystkie wnioskowania uprawiane w nauce maja tesewacst, po-
zbawione sa jej np. wnioskowania statystyczne; nie sa one jednak przedmiotem
logiki formalnej, tzn. teorii, ktérej trzon stanowia rachunek izddogika pre-
dykatéw. W sprawie wnioskoviastatystycznych zob. MEL (art. pod tym
tytutem) i ELF, XLV.
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PANg = (V.

Kazde zdanie, ktore powstaje z podstawidokonanych w
nastepniku tego prawa wynika logicznie z odpowiednich podsta-
wien dokonanych w jego poprzedniku. Np. ze zdania ‘jestem
zdrowy i jestem bogaty’ wynika logicznie zdanie ‘jestem zdrowy
lub jestem bogaty’ (wynikanie odwrotne nie zachodzi, co mozna
sprawdzt zerojedynkowo).

Na wnioskowanie sktadaja sie przestanki (jedna lub
wiecej) i wniosek. Przestanki to te zdania, ktére uznajemy
za prawdziwe i na ich podstawie wykazujemy prawdz@vo
wniosku. Podana wyzej definicje wnioskowania niezawod-
nego, jako gwarantujacego prawdzsgowniosku przy praw-
dziwaosci przestanek, potrafimy obecnie wyposaayefektywne,
bo oparte na algorytmie zerojedynkowym, kryterium nieza-
wodndsci. Mianowicie wnioskowanie jestiezawodnewtedy i
tylko wtedy, gdy jegavniosek wynika logicznie z przestanek
to znaczy, przestanki stanowia poprzednik, a wniosek nastepnik
w stosownym podstawieniu jakieg@rawa logiki.

Przé&ledzmy na konkretnym przykitadzie, jak funkcjonuje
to kryterium niezawodr&ci wnioskowania. Niech przestanka
bedzie zdanie, ktére wypowiedziat sredniowieczu pewien fi-
lozof o innym, uczé o swym mistrzu imieniem Robert, ze 6w
mistrz wiedziat wszystko o Kosmogielaniew), gdyzznat ma-
tematykgzdaniem) i znat fizykgzdanief).

Przypwstmy, ze czytajac ten tekst, (brzmiacy w oryginpte
tuit scire omnia quia scivit mathematicam et perspectiydios
dochodzi do wniosku, ze gdyby nie byto prawda, ze Robert wie-
dziat wszystko o Kosmosie to nie bytoby prawda przynajmniej
jedno z dwojga: albo to, ze znal matematyke, albo to ze znat fi-
zyke. W tym wnioskowaniu przestanka ma forme zdania warun-
kowego, w ktorym warunek wystarczajacy jest wyrazany przez
‘poniewaz’, mianowicie:

4.2).1 (m A f) = w.
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Whiosek jest takze implikacja (utworzona przez spojnik ‘gdyby’)
mianowicie:

4.2).2 ~w= (~mV ~f).

Czy jest to wnioskowanie poprawne? Jest, o ile jego schemat jest
niezawodny. Czy jest niezawodny? Jest, o ile wniosek wynika
logicznie z przestanek. Czy wynika? Tak! Bo jego przestanka
jest poprzednikiem, a wniosek jest nastepnikiem w odpowiednim
podstawieniu prawa logiki. Zapiszmy to prawo (traktujac nasze
litery mnemotechniczne jako symbole formut sktadowych), jak
nastepuje:

(4.2).3 (mAf)=>w) = (~w = (~mV ~f)).

To, ze formuta (4.2).3 jest tautologia tatwo wykézaostugujac

sie algorytmem zerojedynkowym; ze wzgledu na wéélo
kombinacji podstawie optacalne jest tu zastosowanie metody
skrétowej (przy trzech zmiennych i podstawianiu za kazda jed-
nej z dwoch wartsci jest tych podstawre2?).

Schematy wnioskowania zapisujemy w ten sposoéb, ze od-
dzielamy wniosek od przestanki (przestanek) pozioma kreska
albo, piszac w jednej linii, oddzielamy wniosek trzema kropkami.
Chcac wyra#i, ze jest to schemat ogélny, nieSztaki, ktory
opisuje jakié konkretne wnioskowanie, uzywamy specjalnych
umownych oznacZedla formut; niech beda to (jak sie czesto
stosuje) wybrane do tego celu litery greckie.

Oto schemat wnioskowania, ktérego niezawd@nest za-
gwarantowana tym, ze formuta reprezentowana przyktadowo
przez (4.2).3 jest tautologia.

(4.2).4 ((p A ¢) = ©) zatem (~1p = (~ @V ~9)).

Pod ten sam schemat wnioskowania bedzie podpsalkie np.
rozumowanie.Jesli zna sie teorie wnioskowania i teorie defini-
cji, to zna sie cata logike. A zatem§Jesie nie zna catej logiki,

11 Zeby nie byt to tylko przyktad, a formuta we véaiwym znaczeniu, trzeba
by uzy¢ zmiennych zdaniowych, nm, g, r, zamiast konkretnych zdazapisa-
nych skrétowo jakan, f, w
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to nie zna sig teorii wnioskowania lub nie zna sie teorii definicji
Stowo ‘a zatem’ (lub jal§ jego synonim) stanowi w jezyku pol-
skim odpowiednik symbolu wyrazajacego uznanie prawd&sivo
wniosku na podstawie uznania prawdzggoprzestanek.

Gdy zdarzy sie nam rozumowaw taki sposoéb, ktéry nie
znajduje usprawiedliwienia w jakisnniezawodnym schemacie
wnioskowania, to do wykrycia tego faktu stuzy to samo kry-
terium niezawodngci. Znajdujemy najpierw schemat dla na-
szego wnioskowania, przeksztalcamy go nastepnie na odpowia-
dajaca mu formute o postaci implikacji, wreszcie badamy, czy
ta formuta jest prawem logiki. Dla praw rachunku adskutecz-
nie w kazdym przypadku rozstrzyga kwestie algorytm zerojedyn-
kowy.

Postawmy np. pytanie, czy poprawne bedzie wnioskowanie,
ktérego schemat odpowiada nastepujacej formule:

(42).5 ((pnrng) =r1)= ((~pA ~q) =~r).

Postugujac sie skrétowa metoda zerojedynkowa, szybko wykry-
jemy, ze formuta ta jest falsyfikowana przez podstawienie zer za
pi g oraz podstawienie jedynki Za Istnieja wigc podstawienia,
przy ktorych formuta ta staje sie falszywa, a zatem nie jest ona
prawem logiki. By ukonkretiiten wynik, mozna rozwazypod-
stawienia konkretnych zdanp. te, ktére sie ztoza na nastepujace
wnioskowanie. Jesli kazdy (cztowiek) ma 5 metréw wzrostu i
kazdy wazy tone, to istnieja ciata o masie tony. A zaténée
kazdy ma 5 metrow wzrostu i nie kazdy wazy tone, to nie istnieja
ciata 0 masie tony.Tego rodzaju przykiad, stuzacy do wykaza-
nia, ze dana formuta nie jest spetniona dla wszelkich podstawie
okreslamy mianenkontrprzykfadu .

Rachunek zdanie wyczerpuje catego bogactwa rozuméwa
ani tego, ktore ogarnia teoria logiczna, ani tego, ktore za-
wdzieczamy naszej naturalnej logice. Zdanie sprawy z innych
form wnioskowania jest zadaniem nastepnych rozdziatow.



