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Pan Profesor Witold Marciszewski jest autorem szeregu znakomitych
pomocy dydaktycznych do nauczania logiki. Niniejszy tekst poswie-
camy pewnym refleksjom dotyczacym wiasnie nauczania logiki.! W
szczegblnosci, staramy sie zwrécié uwage na zalety positkowania sie
MDS (Metoda Drzew Semantycznych) w wyktadzie Klasycznego Ra-
chunku Predykatéow, ktora to metoda — o ile wiemy — nalezy do
lubianych przez Profesora technik. Niektore z przytoczonych w teks-
cie przykladéw zaczerpnieto z przygotowywanego skryptu Metoda
drzew semantycznych w klasycznym rachunku logicznym.?

1. Uwagi wstepne

Terminy: tablice semantyczne, tablice analityczne, drzewa semantyczne, itp.
znane sa kazdemu, kto logike mogl studiowaé lub chce (badZ musi) jej nauczac.
Zwiazane sa one z technikami badania czy zachodzi wynikanie logiczne, usta-
laniem czy dane formuly sa prawami logiki, rozpoznawaniem spelnialnosci (se-
mantyczne] niesprzecznosci) zbioréw formul, itd., a wiec z centralnymi zadania-
mi, ktérych rozwigzania oczekujemy od logiki na jej elementarnym poziomie.
Istota rozwazanej metody to postepowanie apagogiczne, nakierowane na wyk-
luczanie zajscia pewnych sytuacji. Nadto, druga charakterystyczna cecha tej

ITekst opublikowany w: K. Trzesicki (ed.) Ratione et Studio. Profesorowi Witoldowsi
Marciszewskiemu w darze. Wydawnictwo Uniwersytetu w Bialymstoku, Biatystok, 191-234.
2Autorzy dziekuja: Panu Profesorowi Romanowi Murawskiemu oraz Panu Doktorowi
Tomaszowi Potacikowi za zyczliwe rady i trafne uwagi krytyczne dotyczace niniejszego tekstu.



metody jest odwotywanie sie jedynie do podformuf rozpatrywanych formut. Drze-
wowe reprezentacje zastosowan tej metody sa, w $cisle okreslonym sensie, dualne
do drzewowych reprezentacji dowodéw prowadzonych na sposob hilbertiariski
lub gentzenowski.

Wspomniane wyzej terminy pojawiaja sie w literaturze logicznej okoto pét
wieku temu, mozna jednak ich historie prenatalna, a takze drogi prowadzace do
samego momentu poczecia metody je wykorzystujacej wiaza¢ z o wiele wezes-
niejszymi rezultatami uzyskanymi w logice i metalogice.

Informacje historyczne, wraz ze stosownymi eksplikacjami znalezé mozna
np. w monografii Marciszewski-Murawski 1995. Autorzy wymieniajg Everta W.
Betha, Jaakko Hintikke oraz Karla Schiitte’go jako prekursoréw omawianej tu
metody, nawigzujacych do weze$niejszych klasycznych prac Gerharda Gentzena.
Wskazuja tez na dalsze rozwiniecia tej metody, przede wszystkim przez Stephena
Kleene’go, Saula Kripke’go, Raymonda Smullyana oraz Paula Lorenzena.?

W literaturze polskiej konstrukcje rozwazanego typu (lub bardzo im bliskie)
roéwniez pojawily sie stosunkowo wezesnie. Do wazniejszych nalezy zaliczy¢ m.in.
propozycje Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego (np. Rasiowa-Sikorski 1963),
prace Zdzistawa Pawlaka (np. Pawlak 1965), wazny artykul Zbigniewa Lisa (Lis
1960; ztozony w redakcji Studia Logica 3 marca 1959 i zawierajacy propozycje,
ktore zyskaly spora popularno$é dzieki pédzniejszym, acz niezaleznym pracom
Raymonda Smullyana).*

Jest wiele podrecznikéw wykorzystujacych omawiang metode. Najwieksza
popularnos$cig cieszyly sie bodaj: Smullyana First Order Logic, Jeffreya For-
mal Logic: Its Scope and Limits, Bella i Machovera A Course in Mathematical
Logic, Hodgesa Logic. Piszacy te stowa cenia sobie np. przystepnie napisane
podreczniki: Elementary formal logic (Georgacarakos-Smith 1979) oraz Logika
matematyczna w informatyce (Ben-Ari 2005). W literaturze polskiej metoda ta
jest konsekwentnie stosowana w podrecznikach Malgorzaty Porebskiej i Woj-
ciecha Suchonia (zob. np. Porebska-Suchon 1991), a ostatnio réwniez w dostep-
nych w Internecie opracowaniach Witolda Marciszewskiego.?

Cele niniejszego krotkiego artykutu sa dwa. Pierwszym jest oczywiScie skrom-
ne wyrazenie wdzieczno$ci Profesorowi Witoldowi Marciszewskiemu za mozli-
wo$¢ obcowania z jego nieprzecietng osobowoscia, oraz z jego dokonaniami
naukowymi, z ktorych staraliémy sie korzysta¢ wysilajac nasze skromniutkie
moce intelektualne, za okazywana nam wszystkim bezinteresowna zyczliwos$é i
pomoc. Drugim, ktéry uwaza¢ mozna za nieskromny (ale chyba nie calkiem
nikczemny), jest autoreklama przygotowywanego przez piszacych te stowa po-

3Zobacz prace wymienionych autoréw zamieszczone w odnosnikach bibliograficznych.

4Nie jest naszym zadaniem podawanie w tym miejscu wyczerpujacych, skrupulatnych in-
formacji o historii rozwoju omawianej metody. Zwiezle, acz bardzo treiciwe informacje za-
wiera monumentalny Handbook of Tableau Methods 1999. Krotka prezentacje historii rozwoju
metody podaje takze np. artykul Annelis 1990.

5Zobacz Lectorium Profesora, gdzie znajdujemy wciaz nowe teksty dotyczace nauczania
logiki i jej zastosowan. Odnos$niki do innych stron w domenie calculemus. org takze prowadza
do wielu artykulow Witolda Marciszewskiego. Calkiem powaznie, bez przypisywanej nam
zwykle przez otoczenie wesoltkowatosci cytujemy pointe starego zartu: Mniej jeZdzié, wiecej
czytaé, towarzysze! Warto.



drecznika Metoda drzew semantycznych w klasycznym rachunku logicznym. Ma-
my nadzieje, ze efekt konicowy tego przedsiewziecia sprawi Profesorowi przyjem-
nos¢, jako ze po czeSci inspirowany jest jego wlasnie zapalem w propagowaniu
metody drzew semantycznych (w réznych jej odmianach) w dydaktyce logiki.
Moze dostarczy tez minimalnych choéby pozytkéw studiujacym dobrowolnie,
samowolnie badz tylko regulaminowo logike elementarna.

Tych z ewentualnych czytelnikow tego tekstu, ktérzy nie znajda w nim ab-
solutnie nic dla nich nowego upraszamy o wyrozumiale przypomnienie sobie
deklaracji estetycznej inz. Mamonia z Rejsu, ktory lubit tylko te piosenki, ktore
juz kiedys styszal.

W dalszym ciagu tekstu skrét MDS zastepuje okreslenie metoda drzew se-
mantycznych, natomiast KRZ oraz KRP sa powszechnie uzywanymi skrétami
dla klasycznego rachunku zdari oraz klasycznego rachunku predykatow, odpowied-
nio. FOL jest uzywanym w literaturze skrétem dla logika pierwszego rzedu.®

2. MDS 1 Humanistki

Ze wzgledu na liczne zastosowania w zautomatyzowanym przetwarzaniu in-
formacji (np. w automatycznym dowodzeniu twierdzeri) MDS jest atrakcyjna
dla informatykéw.” To calkiem zrozumiale — dostepne $rodki techniczne sa
wystarczajace, aby w stosunkowo krotkim czasie (a zatem takze niedrogo) zbu-
dowaé¢ myk-myk drzewo semantyczne dla formul o sporej nawet zlozonosci.

Przy calym szacunku dla potegi bezmysinosci nieprawdopodobnie szybkich
maszyn matematycznych warto moze pamietaé o tym, ze twdrczy charakter
pracy w naukach formalnych zaklada, iz w gre wchodza réznorakie aspekty
natury pragmatycznej. Przywolajmy w tym miejscu stowa napisane prawie pét
wieku temu:

Wyobrazmy sobie, ze matematyk chce sprawdzi¢, czy jakie§ wyraze-
nie jest twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowdd tego twier-
dzenia wymaga jednak milionéw badz miliardéw operacji, tak ze
wykonanie ich przez czlowieka jest praktycznie niemozliwe. A wiec o
twierdzeniu tym nie mozna orzec czy jest ono prawdziwe czy nie. Za-
stosowanie w tym przypadku maszyny pozwoli przeprowadzi¢ dowdd;
powstaje jednak pytanie, czy dowdd ten moze byé przez czlowieka
rozumiany? W dotychczasowym sensie — chyba nie. Jezeli nie,
to za pomoca maszyn matematycznych mozna dowodzi¢ twierdzen,
ktorych nie mozna zrozumieé, ewentualnie pojecie zrozumienia wy-
maga innej interpretacji.

Pawlak 1965, 6

SEwentualny skrét polski zle nam sie kojarzy.

"Literatura dotyczaca zastosowan (réznych odmian) MDS jest ogromna — np. pytania o
terminy i techniki z nig zwiazane zadawane wyszukiwarkom internetowym podaja setki tysiecy
odpowiedzi.



Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza sie do kolejnego
wypisywania twierdzen i ich dowodéw; teorie te sa budowane w
celach poznawczych. A wiec twierdzenia teorii musza by¢ zrozumia-
te, muszg da¢ sie czytaé przez czltowieka ze zrozumieniem. Wiadomo
za$, ze zdolnoéci recepcyjne czlowieka sa ograniczone. Zbyt dlugie
ciagi symboli nie moga by¢ przez czlowieka rozpoznawane i czytane
ze zrozumieniem.

Pawlak 1965, 25

Zalozmy, ze kryterium takie [kryterium ,ciekawos$ci” twierdzenia —
IBK, JP| udalo sie znale7¢ i 7e maszyna produkuje rzeczywiscie
ciekawe twierdzenia. Przy dzisiejszej szybkosci liczenia maszyna
matematyczna moze w krotkim czasie wyprodukowac kilkaset tysiecy
twierdzen teorii. Pojawia sie wiec pytanie, kto bedzie mogl te twier-
dzenia czytaé¢, rozumieé¢ i wykorzystywac¢? Wtlasciwie nalezaloby
zapytac, czy w jakiejkolwiek teorii moze by¢ rzeczywiscie sto tysiecy
interesujacych twierdzen?

Pawlak 1965, 1418

Zadumanie sie nad powyzszymi cytatami prowadzi, jak nam sie wydaje, do
takich samych wnioskow dzi§, jak i pol wieku temu. A to, ze konkluzje te sa
podobne, powinno zacheca¢ do (Humanistycznej, a jakze) metakonkluzji.

Boolos podaje ciekawy przyktad ilustrujacy pragmatyczne ograniczenia w
zastosowaniach logiki pierwszego rzedu i jednoczesnie wskazujacy, ze logika
drugiego rzedu (do ktorej pelnego zaufania mieé¢ nie mozna, ze wzgledu na
niezachodzenie twierdzenia o petnosci) jest bardziej ludzka, a nawet — chcia-
loby sie nieco humorystycznie rzec — bardziej Humanistyczna; zob. DBoo-
los 1987. Streszczajac wynik Boolosa: dostarcza on przykladu wnioskowania,
ktorego zapis formalny w logice pierwszego rzedu nie mieéci sie w istnieja-
cym Wszechs$wiecie, a ktore stosunkowo tatwo przesledzi¢ w formalizmie logiki
drugiego rzedu.

Planowany przez piszacych te stowa skrypt ma byé¢ prezentacja wybranej
metody (MDS), a nie podrecznikiem logiki. Polowa z nas uczy logiki od trzy-
dziestu lat, uzywajac w tym celu przeréznych metod; MDS stosowana jest w
tej postudze dydaktycznej (przede wszystkim dla Humanistek) od lat prawie
dwudziestu. Gdy ma sie prowadzi¢ wyklad z logiki, to — jak (chyba bez

8Czytelnik zechce wybaczyé, ze praywolujemy przydtugie cytaty. Czegciowym usprawiedli-
wieniem niech bedzie tematyka poruszana w 4.4. ponizej.

9Polowa z piszacych te stlowa pamieta wyktad inauguracyjny Profesora Andrzeja
Mostowskiego wygloszony podczas otwarcia Miedzynarodowego Centrum Matematycznego im.
Stefana Banacha w Warszawie w 1973 roku. Prelegent moéwil wtedy m.in. o tym, jak wazne (i
jednoczesnie beznadziejnie trudne) bytoby scharakteryzowanie co to znaczy, ze jakies twierdze-
nie matematyczne jest interesujgce, ciekewe, itp. Pamietamy tez wyraz (chyba) skupienia,
malujacy sie na twarzy Pierwszego Sekretarza Komitetu Wojewo6dzkiego Polskiej Zjednoczonej
Partii Robotniczej, stuzbowo obecnego podczas tego otwarcia — Wyjsé przed wyktadem, czy
poczekaé? Moze bedzie potem poczestunek?



przekory) pisat James McCawley — tatwiej jest napisaé podrecznik do swoich
wyktaddw, niz go nie napisac.t®

Daleko nie wszystkie Humanistki'! lubig najstarsza dyscypline humanisty-
czna, jaka jest logika. Stad, zdarza sie ustysze¢ (dla nas zabawne) wypowiedzi
rodzaju: Po co milogika? Jestem Humanistkg! Jak wyktadowca moze probowadé
sobie dawa¢ rade w takiej sytuacji, bez masochistycznej emigracji wewnetrznej
(kryjac sie za tarcza programu studiéw) i jednocze$nie bez apodyktycznego
sadyzmu (by nie rzec: molestowania) intelektualnego wobec niewinych, ufnych
przede wszystkim w Eufonie Stowa, Humanistek, zalezy od jego umiejetnosci dy-
daktycznych, do§wiadczenia, a takze od otwartodci intelektualnej audytorium.
W tym miejscu zwréémy uwage na cztery sprawy:

e Humanistki (cho¢ oczywiscie nie tylko one) w miare tatwo przyswajaja
(kapralsko)-wojskowe podejscie do przetwarzania informacji. Bezmys$lne
wykonywanie rozkazow (postepowanie wedtug jasno okreslonego algorytmu)
pozwala zaoszczedzi¢ moce intelektualne, ktére mozna przeznaczy¢ choéby
na — zrozumiate u mlodziezy — fantazjowanie na tematy gromko przez
Watykan potepiane. Przymus postepowania wedlug zalecenn algorytmu
zwalnia od przykrego obowiazku ponoszenia jakiejkolwiek odpowiedzial-
nosci za minimalne choé¢by wlasne inicjatywy intelektualne (a mlodziez
jest wrazliwa — bardzo przezywa wszelkie karcace uwagi, ktére moglyby
ja rzekomo spotkaé w przypadku takich inicjatyw). Last but not least, al-
gorytmy to przeciez odmiana ¢wiczen logiczno-gimnastycznych dostepnych
kazdemu (powyzej pewnego minimalnego progu umiejetnosci komunikowa-
nia spolecznego): gdy wspomnisz, ze logika to cos§ w rodzaju aerobicu
my$lowego, to przytomne w danym momencie zaje¢ stuchaczki moga sie
zainteresowac nig o wiele bardziej, niz gdy dtugo i dobitnie przekonywaé
je bedziesz, ze to wlasnie dzieki logice i racjonalizmowi kultura Zachodu
uzyskala sporo catkiem nieglupich osiagniec.

e Humanistki (cho¢ oczywiscie nie tylko one) chyba lubia przekore w mysle-
niv. Apagogiczny charakter MDS odzwierciedla, jak mniemamy, jakas
czesé takiej przekory. Moze za nieprzyzwoite uznane zostanie przyznawanie
sie do nikczemnego manipulowania mlodymi umystami, ale stwierdzamy (z
rozbawieniem), ze balamutnie wskazujac na rzekome zwiazki metod apago-
gicznych z obmierztym nam postmodernizmem czujemy sie po trosze jak,
nie przymierzajac Konrad Wallenrod, jak jaka$ pigta kolumna logiczna
dosypujaca trucizne racjonalizmu do obficie tryskajacych zrédel postmo-
dernizmu, jak advocatus diaboli. . .

107 didn’t really want to write this book, but I decided in 1974 that it would be easier for
me to write it than to not write it, assumaing, that is, that I was going to continue teaching
courses on logic for linguists regularly. McCawley 1981, ix.

HNUzywany passim w tym tekécie termin Humanistka nie ma — w naszej intencji
— wydzwieku pejoratywnego. ZaczeliSmy go uzywaé¢ na sugestie samych nauczanych.
Postuge dydaktyczna staramy sie wykonywacé rzetelnie, pomni zlozonej przysiegi doktorskiej.
Nauczanie Humanistek (rudymentéw) logiki to zajecie i trudne i ciekawe.



e Humanistki dzisiejsze (cho¢ oczywiscie nie tylko one) naleza do pokole-
nia obrazkowego, latwiej przetwarzajacego informacje podana w postaci
diagramoéw, ikon, rysuneczkéw, itp. niz taka samg informacje poddawang
obrébce na modte, powiedzmy, algebraiczng. Istnieje juz spora literatura
na temat tego, jak skutecznie wykorzystywaé w dydaktyce takie wlasnie
nastawienie nauczanych.

e Humanistki oswojone sa (dokladniej: powinny by¢) z réznego typu drze-
wami — szczegblnie dotyczy to tych, ktére maja kontakt z analizami
lingwistycznymi, w ktérych rozmaicie znakowane drzewa sa na porzadku
dziennym. W ostatecznosci, jesli z ich pamieci umknety wiadomogsci doty-
czace gramatyk generatywno-transformacyjnych, gramatyk kategorialnych,
gramatyk dependencji, HPSG, itp., to zawsze mozna odwolaé sie np. do
drzew genealogicznych (te z Humanistek, ktore §ledzg uwaznie, powiedzmy
perypetie generacji bohaterek ukazane w kilkuset odcinkach telenoweli
Kigb zgdz nie beda miaty najmniejszej trudnosci w operowaniu reprezen-
tacjami drzewowymi).

Piszacy te stowa czuja wewnetrzna potrzebe zlozenia krotkiej deklaracii.
Wszelkie podawane dalej przyktady wykorzystujace jezyk naturalny (polski) sa
czczy jedynie igraszka. Mogliby$my ograniczyé sie do rozwazania jedynie for-
mut jezyka rachunku predykatow (bo tego jezyka dotyczy w istocie omawiana
metodal). Wierzymy, ze formuly jezyka rachunku predykatéw mozna probowaé
odczytywaé w jezyku naturalnym; czasami odczytania takie maja nawet odrobine
sensu. Nie wierzymy, ze ,przektad” w druga strone jest jako§ wyraznie zdeter-
minowany, tj. nie wierzymy w mozliwos¢ bezposredniej, adekwatnej reprezen-
tacji dowolnych wyrazen jezyka naturalnego w jezyku KRP. To Szema Israel
logiczno-lingwistyczne jest jednak tematem na osobna ksigzke.'?> W niektérych z
rozwazanych nizej przyktadéw wskazujemy na ad hoc wybrane ktopoty z takimi
przektadami. Zachecamy tez do lektury wnikliwych analiz przeprowadzanych
przez Witolda Marciszewskiego (w jego wspomnianym juz wyzej Lectorium)
konkretnych przykladéw wnioskowar.

3. Przypomnienie podstawowych poje¢ zwigzanych
z MDS

Podamy teraz — w najwiekszym skrécie — pewne ustalenia definicyjne oraz
propozycje notacji. Uzywamy notacji eklektycznej i nieco nadmiarowej; jak
dotad, dos¢ dobrze sprawdzala sie ona w praktyce dydaktyczne;j.

By¢ moze, Czytelnik mial juz jakas stycznoéc z ktoras z wersji MDS (np. z
tablicami Smullyana). Istota metody polega, jak wiadomo, na szukaniu kontr-
przykladéw. Gdy udaje sie np. pokaza¢, ze dana formuta A nie jest falszywa

127atrwozonego naszym gadulstwem Czytelnika spieszymy uspokoié: osobiscie nie czujemy
potrzeby jej napisania.



w zadnej interpretacji (przez dojscie do sprzecznosci przy przypuszczeniu, ze
w co najmniej jednej interpretacji A jest falszywa), to wykazana zostaje tym
samym prawdziwos¢ A we wszystkich interpretacjach. Gdy za$ (przy takim
samym przypuszczeniu) do sprzecznosci nie dochodzimy, to mozliwe jest skon-
struowanie kontrprzyktadu, tj. interpretacji, w ktérej formuta A jest falszywa.

Przeprowadzana analiza semantyczna polega na ustalaniu wartosci logicznej
podformut formuty o danej wartosci logicznej. Sprowadza sie ona zatem do
eliminowania statych logicznych. W wyniku zastosowania tej procedury otrzy-
mujemy drzewo (binarne), ktérego wierzchotki znakowane sa podformutami oraz
negacjami podformut rozwazanej formuty.

Nalezy oczywidcie pamieta¢ m.in. o nastepujacych sprawach:

o W dydaktyce uzywajacej MDS pokazaé trzeba poprawnosé tej metody, jej
trafnosé (soundness) oraz petnosé (completeness), tj. udowodnié, ze for-
muly jezyka KRP, ktore sa tautologiami wedle MDS sa dokladnie tautolo-
giami KRP w standardowym rozumieniu. Przedstawianie tego typu meta-
logicznych rozwazan w ustugowym kursie logiki dla Humanistek wymaga
ostroznoSci, nie jest przeciez celem dydaktycznym wykazywanie, iz logika
zajmuje sie przede wszystkim sama soba. Nie potrafimy odméwi¢ sobie
przytoczenia w tym miejscu przypomnianej nam niedawno przez Pana
Profesora Jana Zygmunta fraszki Tadeusza Kotarbiriskiego:

Gdziekolwiek mysla siegniesz, tkwi btedu todyga.
Logiko, karcicielko, po badylach $migaj!

Na chwasty moja praca po6zniej sie rozpostrze.

A teraz czym sie trudzisz? Sama siebie ostrze.

e W praktyce dydaktycznej postugujemy sie pewnymi wygodnymi uprosz-
czeniami (drzewo ,rosnie”, gataZz ,przedtuzamy” badz ,zamykamy”, itp.).
Za tymi metaforycznie sformutowanymi zaleceniami postepowania stoja
jednak porzadne, poprawne definicje odno$nych procedur. Z punktu wi-
dzenia efektywnosci nauczania logiki dla Humanistek owe uproszczenia sg
chyba pozadane.

o W logicznej postudze dydaktycznej dla Humanistek nalezy chyba zachowaé
pewien umiar. Obiektywnie rzecz ujmujac, pelne zalety MDS staja sie
widoczne, gdy ukaze sie zwiazki tej metody np. z programowaniem w
logice, reguty rezolucji, procedurami unifikacji, itp. Nie zgadzamy sie jed-
nak z postulatami tych dydaktykéw, ktorzy glosza, iz logika powinna
budzié groze. Cho¢ wyznajemy pesymistyczny racjonalizm jako postawe
zyciowa (z wlaczeniem do tej postawy akceptowanej perspektywy episte-
mologicznej), to uwazamy, ze logika powinna dostarczaé radosci.

Zakladamy, ze pojecia dotyczace drzew (np.: galaz, korzen, lis¢, itp.) oraz
reprezentacji formut w postaci drzew sg Czytelnikowi znane.



Galaz drzewa nazywamy zamknietq, jesli wystepuje na niej para
formut postaci A, mA. W przeciwnym przypadku galaz nazywamy
otwartg. Drzewo, ktérego wszystkie galezie sa zamkniete, nazy-
wamy drzewem zamknietym.

Umowa notacyjna 1. Galyz zamkniety drzewa koriczy¢ bedziemy liciem z sym-
bolem x opatrzonym indeksami wskazujacymi numery formut z tej gatezi, ktére
pozwalaja ja zamknaé, tj. ktore sa wzajem sprzeczne.

Galezie otwarte drzew zaznaczaé bedziemy lisciem z symbolem o. W niek-
torych przypadkach uzywaé tez bedziemy symbolu o z indeksami, lub specjalnie
dobranych symboli (np. &, #, itp.) gdy bedzie to przydatne w odwolywaniu
sie do takiej galtezi w tekscie. g

Gdy wszystkie galezie drzewa semantycznego formuly A sg zamkniete, to
nie istnieje interpretacja, w ktorej formuta ta jest spelniona. Gdy ktoéras gataz
drzewa semantycznego formuly A jest otwarta, to galaz taka odpowiada inter-
pretacjom, w ktorych A jest spelniona, tj. biorac pod uwage wszystkie for-
muly (atomowe) wystepujace na tej gatezi mozna podaé interpretacje, w ktorej
wszystkie formuly tej galezi (a wiec takze formula stanowiaca korzen drzewa)
sa prawdziwe.

Formuty, ktére sa tautologiami KRP maja skoniczone drzewa semantyczne. !

Metoda sprawdzania przy pomocy drzew semantycznych, czy dana formuta
jezyka KRP jest tautologia KRP, ma charakter apagogiczny — wykluczenie
mozliwosci, ze —A jest prawdziwa w jakiejs interpretacji (a wiec zamkniecie
wszystkich galezi drzewa semantycznego formuly —A) pozwala stwierdzié¢, ze
formuta A jest tautologia KRP.

Gdy formuta A nie jest tautologia KRP, to drzewo semantyczne dla = A moze
by¢ nieskoniczone.'* W takim przypadku omawiana metoda uzupelniona moze
by¢ pewnymi regutami heurystycznymi.

Drzewa semantyczne budujemy takze dla skonczonych zbioréw formul.'®
Na przyklad pytanie, czy zbior formut {Aq, Ay, ..., A, } jest semantycznie nie-
sprzeczny (spelnialny) sprowadza sie do rozstrzygniecia, czy istnieje co najmniej
jedna interpretacja, w ktérej wszystkie te formuly sa jednoczesnie prawdziwe;
gdy tak jest, to zbiér 6w jest semantycznie niesprzeczny, a gdy nie istnieje inter-
pretacja, w ktorej {Aq, Aa, ..., A, } sg wszystkie prawdziwe, to zbiér ten jest se-
mantycznie sprzeczny (niespelnialny). Gdy wiec rozpoczniemy budowe drzewa
semantycznego od pnial® ztozonego z formut Aj, Ao, ..., A, i wszystkie jego
galezie beda zamkniete, to wykluczona zostanie mozliwosé, aby formuty te byty
prawdziwe w jakiej§ wspolnej interpretacji, a to oznacza, iz {41, As,..., An}
jest semantycznie sprzeczny. Gdy natomiast drzewo, w ktérego pniu znaj-
duja sie formulty A;, Ag,..., A, ma co najmniej jedna galaz otwartg, to zbior
{A1,Aq,..., A} jest semantycznie niesprzeczny — interpretacje, w ktorych

3

13To stwierdzenie wymaga oczywiscie uzasadnienia. Zob. np. Smullyan 1968, Ben-Ari 2005.

M Takze to stwierdzenie wymaga uzasadnienia. Zob. np. j.w.

15MDS moze by¢ tez odpowiednio stosowana w przypadku przeliczalnych zbioréw formut,
ze wzgledu na zachodzenie w KRP twierdzenia o zwartosci.

16Pieri drzewa to czes¢ wspolna wszystkich galezi tego drzewa.



wszystkie formuty A;, Ao, ..., A, s3 jednocze$nie prawdziwe odtworzy¢ mozna
z informacji zawartych na tejze wlasnie otwartej galezi.

W przypadku badania metoda drzew semantycznych, czy ze zbioru formut
{A1, Ay, ..., A, } wynika logicznie formuta B budujemy drzewo, w ktorego pniu
umieszczamy wszystkie formuty A, A, ..., A, oraz formute —=B. Jesli wszys-
tkie galezie tego drzewa sa zamkniete, to B wynika logicznie z { Ay, As, ..., A, },
jako iz wykluczone zostaje istnienie interpretacji, w ktorej prawdziwe bytyby
wszystkie formuly Aq, Ao, ..., A, oraz formula =B, czyli interpretacji, w ktorej
prawdziwe bylyby wszystkie formuly Aj, Ao, ..., A, oraz falszywa bylaby for-
muta B. Gdy za$ drzewo takie ma co najmniej jedna galaz otwarta, to dostar-

cza ona przykladéw interpretacji, w ktorych wszystkie formuly Ap, Ao, ..., A,
sa prawdziwe, a formula B jest falszywa (bo —B wtedy prawdziwa) — a to
oznacza, ze B nie wynika logicznie z {41, As, ..., An}.

Ponizej, w punktach 3.1. oraz 3.2. wyliczamy reguty MDS dla KRP z iden-
tycznoscig. Bierzemy pod uwage najbardziej chyba popularny zestaw statych
logicznych uzywanych w postudze dydaktycznej dla Humanistek, tj. spdjniki
negacji, koniunkcji, implikacji materialnej, alternatywy niewykluczajacej, réw-
nowaznosci materialnej, kwantyfikator egzystencjalny oraz kwantyfikator gene-
ralny. W KRP z identycznoscia predykat identycznosci traktowany jest jako
stala logiczna i charakteryzowany, jak wiadomo, stosownymi aksjomatami.'”

3.1. Reguly MDS dla KRZ

Rozumienie dziatania regut MDS dotyczacych spéjnikéw zdaniowych, czyli
regul przedtuzania galezi drzewa semantycznego analizowanej formutly nie po-
winno nastreczaé¢ trudnodci.

e Koniunkcja jest prawdziwa tylko w przypadku, gdy oba jej czlony sa
prawdziwe. Dlatego tez jezeli dana formula ma posta¢ koniunkeji, to oba
jej czlony umieszczamy na tej samej gatezi drzewa, zapisujac je jeden pod
drugim.

e Jezeli formula jest alternatywa, to w drzewie tworzymy rozgalezienie,
a czlony alternatywy umieszczamy na oddzielnych galeziach, poniewaz
alternatywa jest prawdziwa, gdy przynajmniej jeden z jej czlonéw jest
prawdziwy.

1"We wspomnianym juz Handbook of Tableau Methods znajdujemy przeglad réznych wersji
MDS, nie tylko dla poszczeg6lnych systeméw logicznych, ale takze dla systeméw z pewnymi
wyrdznionymi predykatami. Zob. tez np. Priest 2001, Toledo 1975, McAllester-Givan 1993.



e Implikacja jest prawdziwa, gdy zachodzi co najmniej jeden z warunkéw: jej
poprzednik jest falszywy lub nastepnik jest prawdziwy. Dlatego dokonujac
rozktadu formuly w postaci implikacji umieszczamy negacje jej poprzed-
nika na jednej galezi drzewa a nastepnik na drugiej.

R(=) A B

T
-A B

o Rownowaznodé jest prawdziwa wtedy, gdy oba jej czlony maja te sama
warto$¢ logiczng. Zatem drzewo dla takiej formuly musi rozdzielaé sie
na dwie galezie: na jednej umieszczamy oba czlony réwnowaznosci bez
znaku negacji (co odpowiada przypadkowi, gdy sa one oba prawdziwe),
na drugiej oba czlony z negacja (co odpowiada przypadkowi, gdy sa one
oba falszywe).

R(=) A< B
/\
A -A

| |
B -B

Reguty dla formut jezyka KRZ, w ktérych spojnikiem gléwnym jest negacja
maja postaé nastepujaca:

e Wartos¢ logiczna formuty A oraz formuty ——A jest taka sama, dlatego tez
na galezi zawierajacej formule postaci =—A umieszczamy formute A, co
zapisujemy jako:

R(—™) A

|
A

e Koniunkcja jest falszywa wtedy, gdy przynajmniej jeden z jej czlondw
jest falszywy, dlatego podczas rozktadu formuly bedacej zaprzeczeniem
koniunkcji nalezy umiescié negacje jej cztondéw na oddzielnych galeziach
drzewa (co spowoduje powstanie rozgalezienia).

REN ~(AAB)

T

-A -B
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e Gdy w procesie tworzenia drzewa napotkamy na formute bedaca negacja
alternatywy, to na tej samej galezi drzewa umieszczamy negacje obu jej
cztonéw, poniewaz alternatywa jest falszywa tylko wtedy, gdy oba jej
czlony sa falszywe.

BV) ~(AV B)
L

|
-B

e Implikacja jest falszywa tylko w jednym przypadku, gdy jej poprzednik jest
prawdziwy a nastepnik fatszywy; dlatego na jednej galezi umieszczamy jej
poprzednik i negacje nastepnika.

R(==) ~(A— B)

|
A

|
-B

e Rownowaznosé jest falszywa, gdy jej czlony majag rézne wartosci logiczne.
Dlatego chcac roztozyé formule w postaci negacji rownowaznosci dokonu-
jemy rozgalezienia i na jednej z gatezi umieszczamy jej lewy czton i negacje
prawego a na drugiej negacje lewego cztonu i czton prawy.

R =) (A< B)
/\
A Sa

| |
-B B

W przypadku, gdy rozwazamy np. KRZ w postaci implikacyjno-negacyjnej,
wystarczaja oczywiscie tylko niektére z powyzszych regul; zob. np. Bell-
Machover 1977. W najogoélniejszej postaci, stosowaé¢ mozna tez wygodne kon-
wencje proponowane przez Smullyana (o, 3, 7, § wyrazenia — zob. np. Smullyan
1968).

3.2. Reguly MIDS dla KRP (z identycznoscia)

Formute otrzymana w wyniku podstawienia za wszystkie wolne wystapie-
nia zmiennej x w formule A(x) stalej idywiduowej a oznacza¢ bedziemy przez
A(a/x); a gdy bedzie bezdyskusyjnie jasne o jakie podstawienie chodzi, po
prostu przez A(a).

Przypomnijmy podstawows intuicje semantyczna:

11



e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci
JxA(x), to uznamy tez za prawdziwe zdanie postaci A(a), gdzie a jest
stata indywiduowa, oznaczajaca jaki§ obiekt w uniwersum tej intepretacji.

e Gdy za prawdziwe (w ustalone]j interpretacji) uznajemy zdanie postaci
Yz A(z), to uznamy tez za prawdziwe wszystkie zdania postaci A(a), dla
dowolnej statej indywiduowej oznaczajacej jaki§ obiekt z uniwersum tejze
interpretacji.t®

Regutly rozkladu formul dotyczace kwantyfikatoréw maja postaé¢ nastepu-
Jaca:

e Regula dla formul generalnie skwantyfikowanych:

R(Y) Va A(x)

\
A(a/x)

dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujacej na rozwazanej galezi.

e Regula dla formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:

RE) Jz A(x)

\
Ala/z)

dla nowej stalej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej
galezi.

e Regula dla negacji formul generalnie skwantyfikowanych:

RE=Y) -V A(z)

|
—A(a/x)

dla nowej stalej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej
galezi.

e Reguta dla negacji formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:

R(=3) -3z A(z)

\
-A(a/z)

18Doswiadczenia zwigzane z nauczaniem Humanistek tarskianskiej semantyki dla KRP by-
waja traumatyczne. Uniwersa Herbranda, zwigzane z MDS, prezentowa¢ nalezy temu audy-
torium réwniez z delikatnoscia.
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dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujacej na rozwazanej galezi.

Reguly R(V) oraz R(—3) sg wzmocnione dodatkowym warunkiem: jesli na
gatezi, ktoérej dotyczy ich zastosowanie nie ma jeszcze zadnej stalej indywidu-
owej, to postugujemy sie jakas z goéry ustalong stala.

Umowa notacyjna 2. Stosowaé bedziemy nastepujaca umowe notacyjng w gra-
ficznych reprezentacjach drzew semantycznych:

e Va oznacza opuszczenie kwantyfikatora egzystencjalnego (badz negacji
kwantyfikatora generalnego) i wprowadzenie w formule za tym kwanty-
fikatorem (odpowiednio, w negacji formuty) nowej stalej indywiduowej a
W miejsce zmiennej wiazanej przez ten kwantyfikator;

e *a oznacza zastapienie formuly generalnie skwantyfikowanej (lub negacji
formuly egzystencjalnie skwantyfikowanej) przez formute bez kwantyfika-
tora generalnego (odpowiednio, negacje formuly), ze stala indywiduowa a
wstawiong w miejsce zmiennej wigzanej przez ten kwantyfikator;

e numery (z kropka) umieszczane (w gornej frakcji) po prawej stronie for-
mutl informuja o kolejnodci wykonywanych dziatan; po kropce wystepuje
symbol spojnika (badz negacji spojnika) do ktorego stosujemy stosowng
regute (z regul budowania drzew semantycznych w KRZ) lub symbole v
albo * wraz ze staly indywiduowa, ktérych dotycza;

e numery (w nawiasach) po lewej stronie formu! informuja o wynikach wy-
konywanych dzialan; formuly z pnia drzewa, ktore nie powstaly w wyniku
stosowania zadnych regul otrzymuja domyslne (nie wypisywane bez wy-
raznej potrzeby) numery 0.1, 0.2, 0.3,...; indeksy dolne przy numerach
formut w przypadkach, gdy wiecej niz jedng formute dopisujemy do gatezi
w rezultacie wykonania kroku o numerze ™ sa jednej z trzech postaci:

a) uktad (ng), (nq) (dlaregul nie dajacych rozgalezien), b) uktad (n;), (np)
(dla regut dajacych rozgatezienie), oraz c) uklad (ng), (n1a), (Npg), (Npa)
(dla regul dotyczacych rownowaznosci oraz zanegowanej rownowaznosci).

Tak wiec, symbol v dotyczy zastosowan regul R(3) oraz R(-V), natomiast
symbol * zastosowan regut R(V) oraz R(—3). O

Budujac drzewa semantyczne w KRP najpierw rozwazamy formuly egzys-
tencjalnie skwantyfikowane (lub negacje formul generalnie skwantyfikowanych)
i wprowadzamy nowe stale indywiduowe, nastepnie dla wszystkich formul ge-
neralnie skwantyfikowanych umieszczamy na danej galezi odpowiednie formuty
otrzymane poprzez opuszczenie kwantyfikatora generalnego (lub negacji kwan-
tyfikatora egzystencjalnego) i zastapienie wiazanej przezen zmiennej kazda, stata
indywiduowa wystepujaca na tej galezi. Jesli nie mamy do dyspozycji zadnej
formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej ani negacji formuty generalnie skwan-
tyfikowanej, a mamy jakies formuly generalnie skwantyfikowane (lub negacje
egzystencjalnie skwantyfikowanych), to wprowadzamy nowe state indywiduowe

13



przez rozwiniecie dowolnej formuly generalnie skwantyfikowanej (lub negacji
egzystencjalnie skwantyfikowanej). Jesli w formule dla ktérej zaczynamy bu-
dowa¢ drzewo wystepuja juz jakies stale indywiduowe, to oczywiscie obowiagzuja
dla nich reguty R(V) oraz R(—3).

Regutly dotyczace predykatu identycznosci w metodzie drzew semantycznych
mozna sprowadzi¢ do nastepujacych dwoch:

o Jesli ty oraz ty sa dowolnymi termami, A zawiera jakie§ wystgpienia termu
t1, to galaz drzewa zawierajaca formuty A oraz t; = ty przedtuzamy do-
dajac formute A(ta//t1):

Ri2(=) A

\
t1 = t2

|
A(t2/ /1)

gdzie A(ta//t1) jest formuly powstajaca z A poprzez zastapienie pewnych
wystapien termu t; wystapieniami termu 5.

o Jedli t1 oraz to sa dowolnymi termami, A zawiera jakie§ wystapienia termu
t1, to galaz drzewa zawierajaca formuty A oraz to = t; przedtuzamy do-
dajac formute A(ta//t1):

Ra1(=) A

\
to =11

|
A(t2/ /1)

gdzie A(ta//t1) jest formuly powstajaca z A poprzez zastapienie pewnych
wystapien termu t; wystapieniami termu 5.

Umowa notacyjna 3. Zastosowanie reguly R;;j(=) w kroku ™ do formuly o
numerze (m) z wykorzystaniem identyczno$ci termoéw ¢1 oraz to wyrazonej w
formule o numerze (k) zaznacza¢ bedziemy umieszczonym z prawej strony for-

kita//ty
muty o numerze (m) komentarzem: ™ . 0

Regule zamykania galezi w KRP z identycznoscia rozszerzamy w
sposéb nastepujacy: galaz uznajemy za zamknietq, jesli wystepuje
na niej para formul postaci A, =A badz formula postaci -t = ¢,
gdzie t jest dowolnym termem.!?

19W podanych nizej przykladach jedynymi rozwazanymi termami beda zmienne oraz state
indywiduowe.
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4. Czesé artystyczna: gar$é przykladéw ilustruja-
cych wykorzystanie MDS

Podamy kilka przyktadéw ilustrujacych dziatanie MDS. Sa one prosciutkie,
niewyszukane, wziete z postugi dydaktycznej dla Humanistek, ktérym przy-
trafito sie przezy¢ Przygode Edukacyjna w Uniwersytecie im. Adama Mickie-
wicza w Poznaniu. Dydaktyka logiki na tych specjalnosciach kierunku neofilo-
logia, na ktorych jeszcze nie skreslono owego przedmiotu z programu studiow,
ma charakter prawie wylacznie ustugowy. Proby wykladu logiki jako dyscy-
pliny naukowej nie spotykaja sie z aplauzem ze strony ani nauczanych, ani
Zwierzchno$ci. Pozostaje wiec ograniczanie sie do wyktadu rudymentéw logica
utens: znajdowania ,przektadéw” nieskomplikowanych wyrazen jezyka natural-
nego na formuly jezyka KRZ lub KRP, oceny wypreparowanych rozumowan
przeprowadzanych w jezyku naturalnym pod wzgledem ich poprawnosci de-
dukcyjnej, ustalania, czy dany tekst jest wewnetrznie sprzeczny, itp. Prosimy
nie traktowaé poprzedniego zdania jako przejawu zarozumialego nadmiaru am-
bicji. Po prostu, troche smuci administracyjne marginalizowanie uniwersytec-
kiej dydaktyki logiki. W przedmowie do podrecznika Porebska-Suchon 1991
na stronie 5 czytamy: Osiggniecia logiki formalnej — najwazniejszego i ciggle
dynamicznie rozwijajgcego sie dziatu logiki — sq na 0got nieznane szerokim kre-
gom ludzi wyksztatconych, zwtaszcza — humanistycznie. A w catkiem niedawno
zamieszczonym w Tygodniku Powszechnym liécie Logika a degradacja $wiata au-
torstwa Panow Profesoréw Andrzeja Grzegorczyka oraz Jana Wolenskiego czy-
tamy m.in.: Bataganiarskie wzory postmodernistycznego myslenia, jok populisty-
czne (demagogiczne) argumentowanie, stanowiq powazne zagrozenie dla prawdy
i czesto przyczyniajq sie do zlekcewazenia najcenniejszych rozumnych rozwigzan
waznych problemow. Rygorystyczna konsekwencja logicznego myslenia jest pod-
stawg wlasciwego wypetniania swoich obowigzkow, codziennej uczciwosci, jak i
np. wlasciwego wypetniania misji mediow, instytucji panstwowych czy organi-
zacji pozarzgdowych. [...] Logika nie zbawi Swiata, ale moze uczestniczyé w
przeciwdzictaniu jego degradacsi.?°

Xk ok

W podanych nizej przyktadach wystapia jedynie predykaty jedno- lub dwuar-
gumentowe.

4.1. Kto sie czubi...

Pokazemy, ze nie istnieje interpretacja, w ktorej prawdziwe bylyby jed-
nocze$nie nastepujace trzy formuty:

20http://tygodnik.onet.pl/1580,1212573,dzial.html
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VaVy (zPy — zQy)
Vzdy yPx
—Vrdy yQx

W pniu budowanego drzewa semantycznego umieszczamy powyzsze formuty
i stosujemy do nich reguty MDS:

VaVy (zPy — zQy) 570
VzIy yl‘DsL 2.%a
—Va3Jy yCEx 1Va
1) ~Jy y‘Qa e
(2) Jy ylLa 3.V

(3) bI‘Da

(4) ﬁbcba
(5) Vy (beLwa 6.7
(6) bPaLan (O

(71) —|b1‘3a (7p) bC‘Qa

><377l X477:n

Wszystkie galezie drzewa sa zamkniete, a wiec badany zbiér formul jest
semantycznie sprzeczny. Nie ma interpretacji, w ktorej te trzy formuty bylyby
jednoczeénie prawdziwe; nikt: ani Swiete Oficjum, ani Sherlock Holmes, ani
najwytrawniejsza komisja §ledcza interpretacji takiej nie znajdzie.

Gdy zinterpretujemy jakos predykaty P oraz ), to mozemy otrzymac tadny,
zwiezly, absolutnie nikomu niepotrzebny, semantycznie sprzeczny tekst. Celowo,
tendencyjnie wybierzmy ilustracje kontrowersyjng:

e 1Py bedzie interpretowane jako — x lubi y;
e z(Qy bedzie interpretowane jako — x czubi sie z y.

Witedy trzy podane na poczatku tego przyktadu formuty otrzymujag nastepu-
jacy ,,przektad™

Kito sie lubi, ten sie czubi. Kazdy jest przez kogo$ lubiany. Nieprawda,
ze ze wszystkimi kto$ sie czubi.

16



Brzmi moze i dobrze, a sensu zadnego.

Mozna (stusznie!) zglaszaé przerdzne zastrzezenia dotyczace trafnosci tego
spbrzektadu”. Np., czy pasywizacja w jezyku naturalnym odpowiada braniu
konwersu relacji w KRP? Czy w przypadku ,przektadu” (z powrotem) trzech
powyzszych zdan polskich na jezyk KRP otrzymamy doktadnie formuly wy-
mienione na poczatku tego przykladu? W szczegélnodci, czy czubié sie odda-
ne miatoby zosta¢ jako predykat dwuargumentowy, w jednym zdaniu, czy tez
wymagane byloby zaznaczenie symetrycznosci rozwazanej relacji? A moze sytu-
acja polegajgca na tym, zZe np. Agata czubi sie z Beatg nie jest reprezentowana
przez jedno zdanie atomowe, lecz raczej w jaki§ bardziej zlozony sposéb? Jaki
jest najbardziej wlasciwy szyk wyrazen negacji i kwantyfikacji w polskim? Od
jakich informacji gramatycznych (a wiec obligatoryjnych w wypowiedzi) mozna
w takich ,przekladach” abstrahowaé; dlaczego przyjmuje sie taki, a nie inny
wyboér np. liczby gramatycznej, rodzaju gramatycznego, itp.? Prawie w kazdym
przypadku igraszek ze znajdowaniem ,przektadéw” miedzy wyrazeniami jezykéw
naturalnych a formutami jezykéw logiki napotykamy, jak wiadomo, na wiele
podobnych probleméw.

4.2. Troska i zaufanie

Przyjrzyjmy sie nastepujacej regule wnioskowania, w ktérej wystepuja pre-
dykaty dwuargumentowe P oraz @), a takze stala indywiduowa a:

Vo aPx — JyIz (yQz A —aQy)
Vavy —xQy
—Vr xPxV dr xQx

A teraz zbudujmy drzewo o pniu ztozonym z obu przestanek reguty oraz
jej zaprzeczonego wniosku. Jedli drzewo to bedzie mialo galaz otwarta, to
rozwazana regula jest zawodna: z takiej galezi otwartej odtworzymy interpre-
tacje, w ktorych zaré6wno przestanki reguty, jak i zaprzeczenie jej wniosku beda
prawdziwe. A w takich interpretacjach przestanki reguly sa prawdziwe, za$ jej
wniosek falszywy, wiec istnienie co najmniej jednej takowej interpretacji $§wiad-
czy o zawodnosci reguty.
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zawodna, wniosek nie wynika logicznie z przestanek.
tej galezi otwartej pozwala na skonstruowanie takiej interpretacji, w ktorej
przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy. Konstrukcja ta polega na po-
daniu uniwersum oraz denotacji w nim predykatow P oraz ). Potrzebne uni-
wersum jest dwuelementowe (ztoZone z denotacji statych indywiduowych a oraz
b), relacje bedace denotacjami predykatéow podane sa w ponizszych tabelkach;
znak + na przecieciu danego wiersza i danej kolumny oznacza, ze relacja za-

Vo aPr — Jy3z (yQz A —~aQy) >
VaVy —mvay 5.%a 6.%b 18.%¢
—(-Vz Pz \‘/ Jz zQx)
(1) ——Vz 1}‘31 2
(1) 3z xC‘Qx 7.0a 8.7

\
(2) VYo xPx 9.%a 10.7b

1—\\/

(3) —VzaPz Vb (3,) Iz (yQz A —aQy) Ve

(4) —ﬂgb (15) Hz@Qz*—uQ@ 16.Vd
(5) Vy—aQy ' 127 (16) cQd A —~aQc 17"
(6) Vyﬁb?y 1870 1470 (17,) c?d

(1) —aQa (174) —aQc

(8) ﬂb?b (18) Wy —cQy 1974

9) afa (19) ﬂc?d

(10) bPb X17, 19

(11) ﬂaba
(12) ﬂaéb
(13) —béa
u4)4mbb

\
v

11

13

Drzewo zawiera galaz otwarta, zakoriczona lisciem O, a wiec reguta jest
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chodzi miedzy elementem z tego wiersza a elementem z tej kolumny, znak —,
ze nie zachodzi. Jedli informacja, czy relacja zachodzi, czy nie zachodzi miedzy
danymi elementami nie znalazla sie w rozwazanej gatezi otwartej, to na przecie-
ciu stosownego wiersza i kolumny umieszczamy znak ? (oznacza to, ze moze w
takim miejscu wystapic¢ zaréwno +, jak i —). Zatem dokladniej rzecz ujmujac,
informacja zawarta w gatezi zakonczonej lisciem © wyznacza dwie interpretacje:
w jednej z nich prawdziwe jest bPa, a w drugiej prawdziwe jest =0Pa (i w obu
tych interpretacjach wartodé logiczna wszystkich pozostalych zdan atomowych
jest ustalona zgodnie z ponizszymi tabelkami).?!

P|la|b
a |+ | -
b | 7|+
Qlalb
a | — | —
b |- | —

Zauwazmy jeszcze, ze prace na prawej galezi (formula o numerze (3,) i for-
muly pod nia) udalo sie zakoriczyé¢ do§é¢ sprawnie, zamykajac te gataz. W MDS
mamy do dyspozycji rézne, nie tylko czysto heurystyczne, techniki pozwalajace
na takie usprawnienia.

Oto przyklad (zawodnego!) wnioskowania zbudowanego wedle powyzszej
reguly przy nastepujacej interpretacji predykatéw P oraz @ i stalej indywidu-
owej a:

e Py interpretujemy jako — x z troskq przejmuje sie losem y;
e z(Qy interpretujemy jako — z ufa y;
e stata indywiduowa a denotuje Jozefa Stalina.??

Jesli Jozef Stalin z troskq przejmugje sie losem wszystkich, to pewnemu
obywatelowi, ktory komus ufa, towarzysz Stalin nie ufa, oj nie ufa.
Tak naprawde, to nikt nikomu nie ufa. Zatem nie kazdy przej-
muje sie z troskg wlasnym losem lub co najmniej jeden obywatel
ufa samemu sobie.

SPrzektad” jest, jak widaé, zgrzebny stylistycznie. Stowo obywatel inter-
pretujmy zyczliwie jako odpowiadajace predykatowi uniwersalnemu. Prosimy
jeszcze zauwazy¢, ze na mocy znanego prawa KRZ wniosek powyzszy jest row-
nowazny stwierdzeniu: Jesli kazdy z troskq przejmuje sie swoim losem, to ktos
ufa sobie samemu.

21W niektorych wersjach MDS otrzymalibyémy w analizie tego przyktadu dwie gatezie ot-
warte, odpowiadajace wlagnie tym interpretacjom.

22Mamy szczescie zy¢ w $wiecie, w ktorym denotacja tej statej jest juz truchtem. Nie kazdy
zdazyt to o sobie powiedzie¢.
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Interpretacje wyznaczone przez galaz otwarta powyzszego drzewa (wskazu-
jace, iz rozwazana regula wnioskowania jest zawodna) maja uniwersum zlozone
z Jozefa Stalina oraz pewnego innego obywatela, ktorego denotuje stata indy-
widuowa b i w ktorych:

e po pierwsze, nikt nikomu nie ufa;
e po drugie, kazdy z troska przejmuje sie swoim wtasnym losem;

e po trzecie, towarzysz Stalin bynajmniej nie wykazuje troski o los obywatela
oznaczanego przez b;

e po czwarte, jest dokladnie obojetne, czy 6w skromny obywatel ukrywajacy
sie pod nazwa b troszczy sie o los Wielkiego Jezykoznawcy, czy tez nie.

Towarzysz Lenin pono¢ mawial dobrotliwie mniej wiecej tak: Ufaé dobrze,
kontrolowaé lepiej. Nie wiemy, czy mys$l te koniczyt jakim$ superlatywem.

4.3. Lustereczko, powiedz. ..

Pokazemy, ze nastepujaca formula nie jest tautologia rachunku predykatéw
z identycznodcia;

Pa < Vz (Px < x = a).

Budujemy drzewo semantyczne dla negacji tej formuty:

e

-(Pa < Vx (Pr < z=a)) b

(L) ]‘Da (1pg) _“Pa
(La) Wz (Proa=a) > (1p4) Va (Pa T r=a) *°
‘ o —
(2) ~(Pbb=a) 3 (5) Pa+ra=a
(319) PO (3pg) —Pb 4.8pare/ /b (61) ‘Pa (6pg) ﬁ‘Pa
|
(3ia) —b=a (3pa) b ‘: a (61a) a T a (6pa) —a ‘= a
|
© (4) —\f‘ja X 1pg,614 X6pa
|
X1yg,4
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Drzewo ma jedna galaZ otwarta (i do zadnej z formul na tej gatezi nie mozna
juz zastosowa¢ zadnej z regul), a zatem formula umieszczona w jego korzeniu
jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Stad, rozwazana na poczatku
tego przyktadu formuta jest w tejze interpretacji falszywa, a wiec jako falszywa
w co najmniej jednej interpretacji nie jest tautologia rachunku predykatow z
identycznoscia,

7 budowy tego drzewa widaé, ze implikacja:

Vz (Px < x =a) — Pa
jest tautologia, natomiast implikacja:
Pa —Vx (Px < x=a)

tautologia nie jest.
Nastepujaca, ad hoc wymyslona interpretacja predykatu P oraz stalej indy-
widuowej a:

e Pz interpretujemy jako x jest warta grzechu;

e stala indywiduowa a denotuje...no tak, jest tu pewien problem natury
estetycznej; ale niech bedzie — z gustami sie nie dyskutuje — niech a
denotuje Miss Podkarpacta 2000

pozwala odczyta¢ implikacje:
Pa —Vz (Px <z =a)
np. tak:

Jesli Miss Podkarpacia 2000 jest warta grzechu, to doktadnie tylko
ona jest warta grzechu.

Stuzymy licznymi przyktadami ukazujacymi, iz nastepnik tej implikacji jest
falszywy, choé jej poprzednik pozostaje (1) prawdziwy.?® Wierzymy zreszta, ze
kazda z uroczych Czytelniczek tego tekstu, od Tatr do Baltyku i od Freund-
schaftsgrenze na Odrze do granic wschodnich chwilowo zjednoczonej Europy,
sama gotowa jest, za pomoca zwyklego lustereczka, przekonaé sie o powyzszym.

23Powtorzmy, modulo gusta. Byé moze, za, powiedzmy, 15, 115 lub 1115 lat zyczliwy
Czytelnik uaktualni wybor denotacji dla tej statej. Moich (JP) prochow to juz nie ucieszy, ale
nic-to. Ciekawym problemem pozalogicznym jest, czy kogokolwiek bedzie sie wtedy jeszcze
uczy¢ logiki. Czyje bedzie Podkarpacie nie jest — dla mnie (JP) — tak ciekawe. Daje wiare
Ksiedzu Profesorowi Jozefowi Tischnerowi, ktéry w jednym ze swych felietondéw pisze: A
Bartek Koszarek z Bukowiny, co na Gesiej Syt byt i sytkiego wystuchol, jakimsi takim wirem
porwany, wstol na nogi, przeciggnon sie, coby kosciska wyproscié, i zawnioskowot: ,Swiat
jest boski, a dziewceta nase.” I posel dotu na Male Ciche.
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4.4. Drzewa nieskonczone

Klasyczny rachunek predykatéw jest, jak prawie wszystkim wiadomo, nie-
rozstrzygalny. Jest jednak potrozstrzygalny, co ustalié mozna m.in. za pomoca
MDS (oraz pamietajac o poprawnosci tej metody). Jesli jakas formula jezyka
KRP jest tautologia KRP, to drzewo semantyczne jej negacji jest zamkniete.
Jedli za$ formula A tautologia KRP nie jest, to budowa drzewa semantycznego
jej negacji moze by¢ w skoniczonej liczbie krokéw niewykonalna.

4.4.1. Czy wykraczanie poza FOL zmusza do logicznego agnosty-
cyzmu?

Dzieri bez odrobiny mistycyzmu to dla Humanistki dzien szary, nijaki, nie
warty przezycia, co§ w rodzaju 32 grudnia. Zobligowani czujemy sie wiec —
aby dydaktyka logiki odbierana byla przez Humanistki jako nie-bez-duszna —
do ubogacania jej, na dostepne nam sposoby. Prosimy np. przenie$¢ sie w
(przepastnej u Humanistek) wyobrazni z pomieszczeri wykladowych w dawnej
fabryce czotgow HCP Cegielski®* do Ro-gwiazdkowego Hotelu Hilberta i epatu-
jemy dziewczeta proba semantycznej analizy powiedzmy nastepujacego zdania:

O ile za kazdg liczbg naturelng nastepuje niemmniejsza od niej liczba
naturelna, to Jedyna Tajna Liczba Naturalna Kodujgca Niepoznawal-
ne Imie Dobrego Pana Naszego JHWH jest niemniejsza od wszyst-
kich liczb naturalnych.

PowinniSmy pomingé w tym miejscu szereg szczerych, spontanicznych wy-
powiedzi Humanistek w reakcji na wystuchanie tego zdania (np.: wyrazanie
sympatii dla liczb 36 oraz 69, a chtodu emocjonalnego dla liczb 96 oraz 666).
Rozwazmy natomiast formule jezyka KRP odpowiadajaca mu sktadniowo:

(¥) VzIdyyRr — Vx aRzx

(predykat R nazywa tu relacje niemniejszosdci, a stala indywiduowa a jest skrom-
nym symbolem dla Jedyne?® Tajnej Liczby Naturalnej Kodujgcej Niepoznawalne
Imie Dobrego Pana Naszego JHWH,; to, czy kodowanie podlega regutom znanym
Cadykowi z Lezajska, Jego Swiatobliwosci Dalajlamie, stynnemu ze swojej do-
ciekliwodci Ignacemu Loyoli, czy jakiemukolwiek glodnemu stawy Pratatowi, nie
ma tu oczywiscie znaczenia).

Profesor Witold Marciszewski wykorzystal formute o takiej budowie sktad-
niowej jak formuta powyzsza w artykule On going beyond the first-order logic
in testing the validity of its formulas. A case study. (Marciszewski 2002) dla

24UAM dzierzawi tam pomieszczenia, miejmy nadzieje, ze bez strat dla potegi militarnej
Rzeczpospolitej Polskiej. Zreszta, oszukaliSmy: HCP produkowala silniczki do l6deczek.

25Przyktad ten mozna na rézne sposoby komplikowaé, m.in. wykorzystujac MDS wzboga-
cong o reguly dla operatora deskrypcyjnego podane np. w artykule Lis 1960.
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poczynienia interesujacych refleksji o naturze intuicji matematycznej. Przy-
toczmy najpierw, za Autorem, drzewo semantyczne dla negacji tej formuty:

-

=(Vx3y yRe — Vo aRx)
‘ * * * *
(1g) Vz3y yRx 3.%a 4.*b T e 8%d
‘ v
(1d) _‘VJJ aRx 2.Vb
\
(2) —aRb
\
(3) Iy yRa
\
(4) 3y yRb >4
\
(5) cRa
\
(6) dRb
\
(7) 3y yRe *¢
‘ v
(8) Iy yRd 01
\

5.Ve

Budowy tego drzewa zakoniczy¢ nie mozna, co powinno byé wyraznie widocz-
ne po przesledzeniu kilku pierwszych krokéw w powyzszej konstrukeji. Rozwaza-
na na poczatku tego przyktadu formuta nie jest tautologia KRP. Algorytm MDS
nie daje odpowiedzi w skoriczonej liczbie krokéw. Mozemy podaé interpretacje,
w ktorych formula (x) jest prawdziwa (drzewo semantyczne dla (x) jest skori-
czone i ma dwie galezie otwarte, jak tatwo sprawdzi¢) — interpretacja taka jest
np. uniwersum jednoelementowe zlozone z denotacji statej indywiduowej a, gdy
relacja denotowana przez R zachodzi miedzy tym jedynym elementem a nim
samym. Mozemy tez jednak, zauwazajac regularno$é w konstruowaniu coraz
to wiekszych fragmentéw drzewa semantycznego dla negacji formuty (x), podaé
interpretacje nieskoriczona, w ktorej negacja () jest prawdziwa. Nie upowaznia
nas do tego sam algorytm — kierujemy sie zatem intuicjami (wychodzacymi
poza logike pierwszego rzedu).

Witold Marciszewski sytuacje te komentuje nastepujaco:

This situation will be interpreted in different ways by a compution-
alist and by someone believing that in some cases human intuition
alone is able to solve a problem unsolvable for algorithms. Let the
latter be called intuitionist (in a special, ad hoc coined, meaning).

The intuitionist’s comment runs as follows. The process will never
stop, hence the problem is unsolvable for the algorithm, while in-

23



tuitively we can be certain of two things. First, that the formula
is not valid, since there is a lot of counterexamples supplied by our
knowledge, both mathematical and empirical. Second, that the pro-
cess never stops. The latter judgment derives from the observation
that the loops must infinitely be generated by the structure of the
formulas in question. When a new individual is being introduced
by the lastly occurring existential quantifier, the universal formula
has to be once more tested against the existence of that individual,
and according to the same formula, its existence generates the next
individual, and so on in infinity. The clause ‘and so on, in infinity’
is what no algorithm can arrive at, while with humans it expresses a
simple observation of regular recurrence for which there is no reason
to halt.

The computionalist, on the other hand, would argue as follows. The
observation concerning the infinite series of recurring loops may be
wrong. We cannot be sure of it, because only an algorithm can
grant us certainty. Should it be true, it would result from a hidden
algorithm of which the person reasoning is not aware of. Such an
algorithm is, presumably, encoded in a language of neural system.

Marciszewski 2002, 2—-3

Marciszewski podaje takze przyktad interpretacji skoriczonej (czteroelemen-
towego zbioru uporzadkowanego liniowo przez jakas relacje R), w ktorej falszywa
jest formuta

(xx) Vady xNy — JyVz cNy

gdzie N jest predykatem denotujacym relacje zachodzaca miedzy z oraz y wtedy
i tylko wtedy, gdy jeden z tych elementéw jest bezpoérednim R-poprzednikiem
lub bezposdrednim R-nastepnikiem drugiego. Jedli x Ny, to méwmy, ze x oraz y
sq sgsiadami. Autor zauwaza, ze np. zbior liczb naturalnych {1,2,3,4} wraz ze
zwykltym porzadkiem (i w wyzej podany sposéb okreslong relacjy sasiedztwa)
jest wlasnie kontrmodelem dla (xx). Dodajmy, Ze réwniez np. zbidr postaci
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} z relacja denotujaca predykat N okreslony nastepu-
jaco:

(z,y)N(u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy z =u luby =v

takze jest kontrmodelem dla (k).

Nie jestesmy natomiast pewni, czy dobrze rozumiemy ponizsze uwagi Witolda
Marciszewskiego koticzace punkt 3 omawianego tekstu (konkretnie, wyr6znione
przez nas kursywa zdania z ponizszego cytatu):

However, it is not necessary to mention definite objects, as num-
bers or other ones. The counterexample can be produced in a more
abstract way — as concerned with any objects linked with one an-
other by relations whose formal properties are defined in logical and
set-theoretical terms alone.
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The relation to order the set in question is defined as transitive,
asymmetric and connected in that set, while the neighbourhood re-
lation as symmetric and non-transitive in the same set. The other
assumption is to the effect that the domain consists of exactly four
individuals. Its wording requires no more than the language of FOL
with identity. When defining the formal properties of relations, one
has to use the concept of set and membership, hence a set-theoretical
language. Since set theory can be replaced by higher-order logics, the
counterexample in question may be regarded as stated in sole logical
terms (without any extralogical concepts) but going beyond the limits
of first-order logic.

Once having such a counterexample, we draw the metalogical con-
clusion that there is a domain in which the denial of CC [tj. formuly
(#%) w przyjetych tu oznaczeniach — IBK, JP] holds, hence CC is
no universally valid formula. And so the case is solved, owing to
that small step towards a stronger system.

Marciszewski 2002, 3—4

Zauwazmy dwie rzeczy:

1) Niech R bedzie relacja spojna, asymetryczna i przechodnia, N niech
bedzie suma R — R? i konwersu R — R? (a wiec relacja sasiedztwa w takim
rozumieniu, jak podaje wyzej Marciszewski), uniwersum niech zawiera doklad-
nie cztery elementy i niech zachodzi poprzednik formuly (x*) oraz zaprzeczenie
jej nastepnika. Wtedy galezie otwarte drzewa semantycznego, w ktoérego pniu
umie$cimy te wszystkie warunki sa wszystkie nieskoriczone. Oto bowiem te
warunki:26

VaVy (zRy — —yRx)

VaVyVz (zRy A yRz — zRz)

VaVy (—x =y — (zRy V yRx))

FrqFroTrsIry (1 =22 A A3 =xg) AVYy (y=21 V... Vy =1x4))
VaVy [zNy < ((xRy A =3z (zRz A zRy)) V (yRx A =3z (yRz A zRx)))]
Vedy Ny

—JdyVz Ny

Poniewaz dwa ostatnie z nich beda, po kazdym zastosowaniu reguly R(V)
lub R(—3) wprowadzaly formuty: egzystencjalnie skwantyfikowang oraz negacje
generalnie skwantyfikowanej, wiec w kazdej galezi otwartej budowanego drzewa
rozwazaé nalezaloby coraz to nowe stale indywiduowe, a w konsekwencji, zadna
z takich galezi nie bedzie skoniczona. 7 konstrukcji samego drzewa nie jest wiec
widoczny sposob znalezienia skoriczonej interpretacji falsyfikujacej (xx) (przy
dodatkowych zalozeniach poczynionych o Ri N). Wszystkie warunki wyrazone

26 R oraz N sa w nich predykatams denotujacymi rozwazane relacje; uzywanie w tym przy-
padku takich samych symboli dla predykatu i jego denotacji jest powszechnie przyjeta prak-
tyka.
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zostaly w jezyku rachunku predykatéw pierwszego rzedu — nie ma koniecznosci,
gdy méwimy o wlasnodciach relacji, odwolywania sie do terminéw teoriomno-
goSciowych.

2) Jegli udato nam sie zrozumieé cytowany fragment artykutu Witolda Mar-
ciszewskiego, to przypuszczamy, ze Autorowi chodzitlo w powyzszym cytacie o
wyrazenie przede wszystkim czego$ innego, jak zreszta mozna sadzi¢ z uwag
w czeSci 4 omawianego artykulu. Otoz kontrmodele dla (xx) (a takze kontr-
modele dla (%)) wyszukujemy podrézujac w klasie wszystkich mozliwych inter-
pretacji (okreslonej sygnatury). JesteSmy wiec na terenie metajezyka, w nim
bowiem méwimy o tych interpretacjach. W metajezyku uzywamy, zgoda, pojeé¢
teoriomnogoéciowych.2” W tym sensie wspomaganie MDS obserwacjami meta-
logicznymi jest wychodzeniem poza FOL. Mozemy mieé¢ szcze$cie i odnalezé
stosowne interpretacje skoficzone, mozemy tez dopomoc szczeSciu wyobrainig
i ekstrapolowa¢ dostrzezone na poczatkowym fragmencie gatezi nieskoriczonej
regularnosci dla wskazania interpretacji nieskonczonej o zadanych wtasnosciach.

Witold Marciszewski powotuje sie w czesci 4 swojego artykutu na wypowiedzi
Godla (Godel 1936), Turinga i komentarze Hodgesa dotyczace mozliwosci roz-
strzygania zdai nierozstrzygalnych w danym systemie logicznym w systemie
oden silniejszym (ciagi coraz mocniejszych systeméw dedukeyjnych, ciagi coraz
mocniejszych maszyn Turinga, itp.). Problematyka ta badana jest intensywnie
od kilkudziesieciu lat, wiaze sie z subtelnymi rozwazaniami w teorii dowodu,
uogblnieniami klasycznej teorii rekursji, itd. Nie nam maluczkim glos w tych
sprawach zabieraé¢, bo oprocz wspomnien z wyktadéw, nie mamy do powiedzenia
nic nowego. Moze zwr6éémy jedynie uwage na — ciekawy jak sie zdaje — fakt
z historii logiki. Otéz w latach trzydziestych XX wieku projekty logiki infini-
tarnej przedstawial Ernst Zermelo (zob. np. Zermelo 1932, 1935; por. tez np.
Moore 1995, Taylor 2002). Systemy te wzorowane byly na wizji Swiata teorii
mnogoéci przedstawionej w artykule Zermelo 1930. Pomysty Zermela nie miaty
wowczas szans na precyzacje i rozwdj, z réznych, nie tylko stricte matematy-
cznych powodéw. Zainteresowanie i systematyczne badania logik infinitarnych
ozywione zostaly dopiero po dwoch dekadach, m.in. za sprawa prac Tarskiego,
Mostowskiego, Henkina, Scotta, Karp, Nowikowa, Robinsona, i in. Nie nawia-
zywaly one jednak do pomystéw Zermela i mialy nieco inne motywacje (m.in.
algebraiczne). Chyba dopiero rozwijana z inspiracji Barwise’a teoria zbioréw do-
puszczalnych (i rekursji na takich zbiorach) jest precyzyjnym matematycznym
odpowiednikiem poét-formalnych propozycji Zermela (zob. np. Barwise 1975).
Wspominamy tu o tym m.in. dlatego, ze Zermelo takze rozwazal hierarchie
coraz to silniejszych systeméw dowodowych, wierzyl jednak w rozstrzygalno§é
(w okreslonym sensie) wszelkich zdan matematycznych; nie trzeba dodawadé, ze
owo Zermelowskie rozumienie rozstrzygalnosci nie pokrywalo sie z rozumieniem
zwyciesko propagowanym éwczesnie przez Godla i innych.

W podrecznikach logiki jako przyktad falsyfikujacy formute o budowie sktad-

270sobng, jest sprawa, jakie przyjmuje sie ograniczenia metalogiczne: dlaczego np. uzywanie
§rodkéw tak silnych, jak, powiedzmy, lemat Koniga lub aksjomat wyboru w, dajmy na to,
dowodzie twierdzenia o pelnosci, nie sprawia, ze tracimy ufnos¢ w efektywng prawomocnosé
samego dowodu.
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niowej takiej, jak formuta (xx) podaje sie czesto interpretacje ztozona ze zbioru
liczb naturalnych wraz z relacja niewiekszosci. Zadufana pyche i takomstwo
intelektualne tych niewdziecznikéw, ktérym boski rzekomo podarunek liczb na-
turalnych wydaje sie zbyt ubogi, zadowola moze inne interpretacje falsyfikujace
formule o budowie takiej jak formuta (xx). Dla przykladu, zbiory:

{N, : new}
{Jn : new}

ze stosownie okreslonymi porzadkami, sa tego typu interpretacjami.

4.4.2. Uniwersalny lubieznik

Mozna z tatwoscig wskazywacé skoriczone interpretacje falsyfikujace formuty
o budowie takiej, jak formuta (xx), co pokazujemy ponizej.

Uznajmy, ze ,przektadem” zdania Jesli kazdy kogos kocha, to ktos jest kochany
przez wszystkich na jezyk KRP jest nastepujaca formuta:

(xxx)  Vady Ky — Ve 2Ky

Czy jest ona prawdziwa w jakiej$ interpretacji? Budujemy drzewo semanty-
czne dla tej formutly:

Vady e Ky — vz Ky *

T

(1)) ~Vady zKy 27e (1,) Iz aKy +a
- I
(2) —IyaKy 3@ (4) Vo zKa 5@
| \
(3) —aKa (5) aKa
| |
o o

Do zadnej z formul, na zadnej z galezi tego drzewa, nie mozna juz zas-
tosowac zadnej z regul. Obie galezie drzewa sa otwarte. Formula ta jest zatem
prawdziwa np. w $wiecie, w ktérym zazywa istnienia narcystyczny samolub, a
takze w $wiecie, w ktérym toczy swoj zywot brzydzacy sie soba niesamolub.

Wiemy, ze (* * *) nie jest tautologia KRP: jej budowa sktadniowa jest taka
sama, jak (xx), a widzieliémy, iz (x*) tautologia KRP nie jest (to, ze predykat
N definiowany byl w pewien sposob w 4.4.1. nie jest przy tym istotne).

Spojrzmy jednak na drzewo semantyczne negacji formuty (x*x*). Bedzie ono,
podobnie jak drzewo semantyczne negacji formuly (*) nieskonczone. Czytelnik
zauwazyl rzecz jasna roznice sktadniowe miedzy () oraz (x * *). Ze wzgledu
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na nie, interpretacje nieskoriczone, ktoére odgadujemy ze stosownych galezi ot-
wartych w drzewach negacji (x) oraz negacji (x+*) beda strukturalnie rozne.?8

——

Vady 2K JyVz 2 Kvy) !
\
(1,) Vady zKy 2Ya5 b8
‘ * - .
(14) —3yVa xKy 374 67b97¢
\
(2) FyaKy 4.Vb
\
(3) -Vz zKa
\
(4) aKb
\
(5) JybKy 7.Ve
|
(6) —VxaKb
\
(7) bKce
| v
(8) Hy cKy 10.Vd
\
(9) -V xKc

(10) cl‘(d

Drzewo jest nieskoriczone, tzn. nie mozna zakoriczy¢ budowy tego drzewa
w skoniczonej liczbie krokéw. Na poczatku wprowadziliémy nowa stata indy-
widuows a rozwijajac zdanie generalnie skwantyfikowane o numerze (1,) (na
poczatku niniejszego artykulu tlumaczylismy, kiedy wykonujemy taki krok).
Przez stosowanie reguly R(—V) do formuly o numerze (14), dla kazdej nowo-
wprowadzonej stalej, uzyskujemy coraz to nowe zdania egzystencjalnie skwan-
tyfikowane: (2), (5), (8). Nadto, takze formuty o numerach (3), (6) oraz (9)
stanowia podstawe do wprowadzania nowych stalych indywiduowych.

Skoriczone interpretacje, w ktoérych poprzednik rozwazanej implikacji (* * *)
jest prawdziwy, a jej nastepnik falszywy podaé¢ nietrudno. Wyobrazmy sobie
np., ze Ludzkos¢ sklada sie tylko z dwojga osobnikéw, powiedzmy Adama i
Chawy, Adam kocha Chawe, siebie samego nie kocha (bo np. ma wstret do
autoerotyzmu), a Chawa kocha tylko siebie, taka juz jest. W takim $wiecie nie
ma Istoty, ktoéra kocha wszystkich: Adama nie kocha nikt. Pozostawmy ten
Swiat swemu losowi.

287achecamy Czytelnika do zabawy w znalezienie odnognych interpretacji.
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Takze np. w $wiecie, w ktorym zyja jedynie Adam i Chawa, kochajacy
sie nawzajem (i nikogo poza tym, a wiec bez zadnego narcyzmu) poprzednik
powyzszej implikacji jest prawdziwy, a nastepnik falszywy. Na marginesie za-
uwazmy, ze w Swiecie takim nie ma miejsca dla ponetnej Lilith. ..

4.4.3. Drzewa i jeze

W artykule Lis 1960 analizuje sie proces konstrukcji drzewa semantycznego
dla formuly podanej przez Schiitte’go:2°

(*) (@)~ Rz, 2)&(Ey){R(z, y)&(2)[R(z,2) D R(z,y)]}]

Lis odwotuje sie do pracy Beth 1955, w ktorej formuta ta zostala wymieniona.
Nie jest ona tautologia KRP — drzewo semantyczne jej negacji jest skoiiczone
i zawiera galezie otwarte.

W artykule Lis 1960 pokazuje sie, ze formuta (3 ) nie jest kontrtautologia.
Jej drzewo semantyczne jest nieskonczone:3°

Stosujac dla tej formuty regule (iv), wprowadzamy element ,nj11”
+-R(ng, ni1)&(2)[R(z,n) O R(z,y)]

i tak dalej w nieskoriczonosé.

Widaé stqd jasno®', ze uniwersum modelu dla formuty Schiittego
jest mocy Ry. Natomiast relacja R zachowuje sie w spos6b nastepu-

jacy:

dla kazdego k (k=1,2,...,n,...): ~ R(ng, ng).
dla kazdych k, 1 takich, ze k > [ (k,l =1,2,...,n,...): ~ R(ng, n;).
dla kazdych k,1 takich, ze k <1 (k, 1 =1,2,...,n,...): R(ng,n).

Na podstawie tych rozwazari mozna juz zbudowaé¢ model, w ktérym
speliona bedzie, wbrew przypuszczeniu, formuta Schiittego: zbior
{n1,mn2,...,n,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych

N =1{1,2,3,...,n,...}, zaé relacja R relacja mniejszosci.

Lis 1960, 46.

W dalszej czeici swego artykulu Lis pisze, ze budowanie kontrmodeli nie-
skoniczonych jest uzasadnione lematem Koéniga. W tym wiec sensie réwniez
Lis wychodzi poza FOL w zastosowaniach MDS. Jest to jednak odwotanie
sie do rozwazan metalogicznych, a nie do np. logik z infinitarnymi regutami
wnioskowania.

29Nie objasniamy uzywanej notacji, sadzac, ze domyslny Czytelnik da sobie z nig rade.

30Wyrysowanie poczatkowego fragmentu (powiedzmy, pierwszych trzech kilometréw, drob-
nym pismem) tego drzewa polecamy osobom odsiadujacym wyroki np. za lekcewazenie praw
logiki — niech odloza gazety lub czasopisma i rysuja. ..

31Wyréznienie nasze — IBK, JP.
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W drzewach semantycznych budowanych w pewien okreslony sposob (w tzw.
systematycznych tabelach semantycznych) formuty znajdujace sie na danej galezi
otwartej tworza zbior Hintikki. Na mocy lematu Hintikki, kazdy taki zbiér
jest spelnialny (ma model). Nie oznacza to jednak, ze algorytm systematy-
cznego tworzenia tabel semantycznych (zob. np. Ben-Ari 2005, 130-131) jest
jednoczesnie generatorem interpretacji spelniajacych dana formute:

Nalezy zaznaczy¢, ze przedstawiony algorytm nie jest algorytmem
znajdujacym interpretacje spelniajaca podang formute, gdyz pewna
gataz moze by¢ rozbudowywana w nieskonczonosé. Metoda tabel se-
mantycznych dla rachunku predykatéw umozliwia jedynie dowodze-
nie prawdziwosci formul przez wykazanie domknietosci tabeli dla
negacji badanej formuty. Poniewaz w tabeli domknietej wszystkie
galezie sa domkniete, wiec kolejnosé¢ stosowania regul nie ma zna-
czenia. Systematyczne tworzenie tabeli jest niezbedne do uzyskania
pelnosei.

Ben-Ari 2005, 131

Smullyan zwraca uwage na pewna szczegdlna klase formut, wysoce ,,odpornych”
na zastosowania MDS:

We thus see how tableaux not only can be used to show certain
formulas to be unsatisfiable (or equivalently to show certain formulas
to be valid), but also can sometimes be used to show certain formulas
to be satisfiable (when these formulas happen to be satisfiable in a
finite domain). The real “mystery class” consists of those formulas
which are neither unsatisfiable nor satisfiable in any finite domain.
If we construct a tableau — even a systematic one — for any such
formula, the tableau will run on infinitely, and at no finite stage
will we ever know that the formula is or is not satisfiable. There
are formulas which are satisfiable but not in any finite domain (cf.
exercise below). However, the demonstration of their satisfiability
cannot be accomplished within the framework of analytic tableaux.

Smullyan 1968, 63

Przyktady formut, o ktorych wspomina Smullyan w przedostatnim z cy-
towanych zdan nietrudno podac¢: taka jest np. formula (%), a takze formula
jezyka KRP z identycznoscia i symbolem funkcyjnym, powiedzmy f, wyrazajaca
fakt, ze f denotuje injekcje, ktora nie jest surjekcja.

Drzewo semantyczne formuly (%) ma gatezie nieskoriczone, ale drzewo ne-
gacji (%) jest skoriczone. Czy istnieje formula taka, ze zaréwno jej drzewo
semantyczne, jak i drzewo jej negacji maja gatezie nieskoriczone? Oczywiscie
tak; aby podaé przyktad wystarczy np. podstuchaé nastepujaca rozmowe w
jakimg polskim barze:32

32 Rozmowa stylizowana. Wulgaryzmy zastapiono wykropkowaniem w nawiasach kwadra-
towych.
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Zenek: Sam [...] widzisz, Wacek, jak to w nas [...] jest: nie
dosé, ze mamy [...] bezrobocie, to [...] kazdy jest u kogos [...]
zadtuzony.

Wacek: Szkoda [...] gadaé, Zenek, ztodziej [...] na zodzieju
i ztodziejem [...] pogania! Ale jesli kazdy jest przez kogos [...]
okradany, to ten [...] [...] [...] Balcerowicz wszystkich nas [...]
okrada. Mnie, ciebie, naszq uroczq Panne Jadzie, wszystkich, [...].
To co, jeszcze po jednym? Panno Jadziu, Krélewno nasza! Jeszcze
dwa prosimy!

Struktura sktadniowa wypowiedzi Zenka odpowiada formule :

Jx Bx AVx3y xZy.

Formuta ¢, odpowiadajaca strukturze sktadniowej wypowiedzi Wacka, jest
zbudowana tak samo, jak rozwazana wczesniej formuta (x):

Vrdy yOx — Yz aOx.
Wystepujace tu predykaty czytamy:
Bx — x jest bezrobotny;
xZy — x jest zadluzony u y;
Oy — x okrada y.

Stata indywiduowa a denotuje Profesora Leszka Balcerowicza. Urocza Panna
Jadwiga pozostaje poza analiza logiczna.

Formuty —1) oraz ¢ maja drzewa skoniczone, natomiast formuly ¢ oraz —¢
maja drzewa nieskoriczone. W konsekwencji, zaréwno alternatywa ¥V ¢ jak i jej
negacja, tj. —(v¥V ¢) majy drzewa nieskonczone. Jednak zaréwno drzewo tej al-
ternatywy, jak i drzewo jej negacji zawieraja takze skoriczenie wiele skoriczonych
galezi otwartych.

Innym (z nieskoriczenie wielu) tego typu przykladéw jest formuta

Vo (Jy yRx V zRx) — Yy Jz yRx.

Jej drzewo semantyczne ma skonczona galaz otwarta oraz galaz nieskonczona.
Natomiast drzewo semantyczne jej negacji ma nieskoriczenie wiele skoriczonych
galezi otwartych (odpowiadajacych modelom skoriczonym o coraz wiekszej licz-
bie elementéw) oraz gataz nieskoriczona.

W podreczniku Hedman 2004 znajdujemy na stronie 94 ¢wiczenie 2.15. (a),
polegajace na podaniu przyktadu formuly ¢ takiej, ze zaréwno ¢, jak i =@
maja modele skoriczone dowolnie duzych mocy, a przy tym ¢ jest prawdziwa
w kazdym grafie spéjnym. Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia o zwartosci dla
KRP, zaréowno ¢, jak i —¢ musza mie¢ wtedy takze modele nieskoniczone, a
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zatem drzewa semantyczne ¢ oraz —p maja nieskoiczenie wiele skoriczonych
galezi otwartych, a takze galezie nieskoniczone.

Z MDS zwigzanych jest wiele wynikéw z klasycznej teorii modeli, a takze
np. z intensywnie rozwijanej od pewnego czasu teorii modeli skoniczonych (zob.
np. Ebbinghaus, Flum 1999).

X Xk ok

Na koniec powyzszych, byé moze bardzo naiwnych, uwag o nieskoriczonych
drzewach semantycznych podajmy jeszcze jeden przyktad:

(k) Vaa Rz AVz Iy (a1Rx — a1 Ry).

Poczatkowy fragment drzewa semantycznego tej formuly wyglada nastepu-
jaco:
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Va ay Rz AVx Jy (a1 Rx — ayRy)

(19) Vo alRl' 2.*a1 5.%as 8.%as 11.%ay 14.%as

(1(1) Vo Ely (alRfC N alRy) 3.%a; 6.7a2 9.%a3 12.%a4 15.%as

(2) al Ra1
\

(3) Jy (a1Ra1 — a1 Ry) 4az

(4) alRal — alRag

\
(5) (ZlRag

\
(6) 3?/ (alellg — alRy) 7.‘/a3

\
(7) (llRag — alRag

\
(8) a1Ras

\
(9) Jy (a1 Rasz — a1 Ry) 10.Vaq

\
(10) ai1Ras — a1 Ray

\
(11) a1 Ray

(12) 3y (a1 Ras — a1 Ry) 13.Vas

(13) a1Raq — a1 Ras

(14) CL1RCL5

(15) Jy (a1 Ras — a1 Ry)

To drzewo ma nieskoriczenie wiele galtezi zamknietych oraz gataz nieskon-
czong. Na podstawie informacji zawartej w galezi nieskonczonej tego drzewa
budujemy nieskoriczony model dla formuly (%) tak oto:

1) uniwersum stanowi nieskoniczony zbior A = {a1,as,as,...}

2) relacja R~ denotujaca predykat R okre§lona jest na tym zbiorze warunkiem:
a1Ra; dlai > 1.

Czytelnik zechce wyobrazié¢ sobie nieskoriczonego Wy-jeza odpowiadajacego
tej interpretacji. To skromne Zwierze odpowiedzialne jest za tytul niniejszego
artykulu. Uwazamy za interesujace, z dydaktycznego punktu widzenia, takze
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takie zadania wykorzystujace MDS, w ktérych dla z gdry zadanej struktury rela-
cyjnej (np. grafu okreslonej postaci) znaleZ¢ trzeba formuty, dla ktérych gatezie
otwarte ich drzew semantycznych niosa informacje o wybranej strukturze. For-
muta (%) zostala poczeta w ten wlasnie sposéb przez powyzszego jeza.

X K X

Gdy wychodzimy poza klasyczny rachunek logiczny (poza FOL), to mozemy
liczy¢ na przygody zaréwno mite, jak i niemite (z pragmatycznego punktu wi-
dzenia). Z jednej strony, mozemy uzyska¢ wieksza moc wyrazania (np. charak-
teryzowaé pojecie nieskonczonosci formuta jezyka przedmiotowego, wyrazié¢ za-
sade domkniecia, uzyskiwaé¢ kategoryczne opisy badanych struktur matematy-
cznych, itd.). Z drugiej strony, mozemy utraci¢ pewne wlasnosci metalogiczne,
do ktérych jestesmy nie tylko przywiazani tradycja, ale ktérych gotowi jesteSmy
dogmatycznie (7) bronié jak ...racjonalizmu — chyba jest tak z np. pelnos-
cig uzywanego systemu logiki.>> W pewnym sensie, najwiekszymi dokonaniami
logicznymi ubieglego stulecia byly te rezultaty, ktére pozwolity na u§wiadomie-
nie sobie niemozliwoéci osiagniecia jednoczesnie pewnych, pozadanych kazdy
z osobna, idealéw metodologicznych (np. kategorycznosci i pelnosci). Dopiero
po uzyskaniu tej §wiadomos$ci metodologicznej dyskusja na temat samej natury
logiki (np. spory wokot Tezy Pierwszego Rzedu) nabrala nowego, peliejszego
znaczenia (zob. np.: Barwise-Feferman 1985, Shapiro 1996, Tennant 2000).

Pozostawiamy decyzji Czytelnika, kogo z dwoch nizej wymienionych bytby
sktonny nazywaé agnostykiem logicznym:

e kogo$, kto wyklucza mozliwosé, aby uzywany przezen system logiki poz-
bawiony byt pefnosci, godzac sie jednoczesnie z tym, ze nie moze w tym
systemie w sposéb kategoryczny opisaé struktur, ktére bada;

e kogos, kto woli dysponowaé systemem logicznym na tyle bogatym (w
srodki wyrazania), aby mozna w nim byto w sposéb kategoryczny opisywaé
interpretacje, ale kto wtedy wyraza zgode na to, ze uzywana aparatura in-
ferencyjna nie daje gwarancji dotarcia do wszystkich tautologii stosowanej
logiki.

Bodaj wiekszosé wspoétczesnych logikéw uznaje, ze to wlaénie cecha petnosci
jest fundamentalna dla badanych systemoéw. Kategorycznosé (we wszelakich jej
odmianach) to cecha przynalezna bardziej sferze badan matematycznych niz
logicznych.

Zacytujmy jeszcze dwa zdania konczace przywolywany juz wyzej artykut
Marciszewski 2002; my$l zawarta w drugim z nich ma, z pewnoscig nie tylko w
naszej opinii, niezwykle glteboki sens filozoficzny:

A computing machine can solve very complex problems owing to
some software and data based on strong assumptions due to the

33Nadrzedna cecha metalogiczng jest niesprzecznos$é. Mozna z sukcesem rozwijaé rozne
systemy logik parakonsystentnych, ale parakonsystentna metalogika wydaje sie by¢ post-
modernistyczna fantasmagoria.
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bold Platonian approach. To opt for such an approach, going very
far beyond the mundane realm of first-order logic, it is a human
affair and human responsibility.

Marciszewski 2002, 5
5. Kilka uwag koticowych

Na zakoniczenie pare stow o tredci przygotowywanego podrecznika. Jak juz
wspomniano, nie jest to wyklad logiki, a jedynie prezentacja jednej z metod, a
mianowicie MDS. Pokazujemy, w kilkudziesieciu zanalizowanych przyktadach,
jej dziatanie w KRZ oraz KRP. Przytaczamy dowéd poprawnosci metody. Po-
dajemy twierdzenia metalogiczne, z ktorymi jest zwiazana MDS. Informujemy
o0 historii MDS (na szerszym tle historii rozwoju metalogiki) oraz o pewnych jej
zastosowaniach, np. w automatycznym dowodzeniu twierdzen oraz w badaniu
poprawnodci programéw. Zadania zamieszczone w podreczniku pogrupowane
sa w zestawy jednorodne tematycznie; wiekszo$é zadai zaopatrzona jest w
rozwiagzania badz wskazéwki. Kompozycja tekstu umozliwia przeprowadzenie
na jego podstawie dwoch typow zajec: 1) propedeutycznego wyktadu dla Hu-
manistek oraz 2) uzupelniajacego wyktadu dla studentéw matematyki i infor-
matyki.

Podaz podrecznikéw logiki znacznie przewyzsza w Rzeczpospolitej Polskiej
popyt na nie, co moze dobrze §wiadczy o talentach dydaktycznych srodowiska
akademickiego i jako§ tam §wiadczy o rzeszach obywatelek i obywateli, ktérzy
raczej skapo daja zarobié autorom podrecznikéw.

Przystepny, przyjazny dla Czytelnika podrecznik, jak wiadomo, musi spel-
niaé¢ wiele warunkéw, np.:

e nie moze szkodzi¢ — zawieraé¢ informacji fatszywych, balamutnych pseu-
dowyjasnien, niewykonalnych polecen, itp.

e nie moze odstreczac od przedmiotu — a wiec (jesli adresowany jest do szer-
szego grona, to) nie powinien by¢ chyba wysoce zaawansowanym, mono-
graficznym ujeciem dyscypliny; w zadnym wypadku nie moze by¢ nudny;

e powinien by¢ w miare nowoczesny, uwzglednia¢ cho¢ odrobine wiecej, niz
zawiera tradycja Arystotelesa i Stoikow;
e powinien nie tylko zacheca¢ do dalszych lektur, ale réwniez chyba draznié¢

intelektualnie — wprowadzanie napiecia poznawczego to przecie jeden z
podstawowych celéw postugi dydaktycznej;

e itd., itd.

Mnozy¢ dobre rady jest o wiele tatwiej niz dobry (lub chociaz nieszkodliwy)
podrecznik napisad.

W doborze tresci, twierdzen, metod, przyktadéw, zadaii, itd. przygotowy-
wanego podrecznika staramy sie m.in. o realizacje nastepujacych celow:
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o u$wiadomienie réznic pomiedzy wnioskowaniami ugruntowanymi na wyni-
kaniu logicznym, a réznego typu uzasadnieniami akceptowanymi w jezyku
naturalnym; ci z Czytelnikdéw, ktérzy mieli przykrosé obcowaé z ludzmi
powaznie fundujacymi swoje przekonania o $§wiecie na np. przystowiach,
metaforach, logice uznaniowej, itp. wiedza, o co chodzi;

e nie stronienie od przyktadéw wykorzystujacych perswazje i manipulacje,
z pokazaniem, gdzie koncza sie zastosowania logiki elementarnej;

e analiza, z wyczerpujacym komentarzem, przykladéw mniej lub bardziej
,drazliwych” dla logiki elementarnej: np. presupozycje, implikatury, od-
dzielanie zaleznosci prawdziwosciowych od pozostalych (np. uwarunkowa-
nych kontekstowo), wskazywanie na roznice typologiczne jezykdéw natural-
nych i ich wplyw na ew.  przektady” na jezyk KRP;

e wyprowadzanie Humanistek z ociezatej homeostazy intelektualnej poprzez,
m.in., niepoprawno$¢ polityczna, wykorzystywanie (w miare moznosci z
subtelnoscia) tego, co nam wydaje sie komiczne, przyklady prowokacyjne
semantycznie i pragmatycznie (w granicach prawa Razeczpospolitej Pol-
skiej oraz Unii Europejskiej, a takze z uszanowaniem kulturowych norm
judeochrzescijaniskich i euroatlantyckich).

Kierujemy sie mottem, ktore przyjeliémy od Pana Profesora Piotra Wojty-
laka: PO PROSTU ROB. NAJWYZEJ SIE NIE UDA.
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