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Pan Profesor Witold Marciszewski jest autorem szeregu znakomitych
pomocy dydaktycznych do nauczania logiki. Niniejszy tekst po±wi¦-
camy pewnym re�eksjom dotycz¡cym wªa±nie nauczania logiki.1 W
szczególno±ci, staramy si¦ zwróci¢ uwag¦ na zalety posiªkowania si¦
MDS (Metod¡ Drzew Semantycznych) w wykªadzie Klasycznego Ra-
chunku Predykatów, która to metoda � o ile wiemy � nale»y do
lubianych przez Profesora technik. Niektóre z przytoczonych w tek±-
cie przykªadów zaczerpni¦to z przygotowywanego skryptu Metoda
drzew semantycznych w klasycznym rachunku logicznym.2

1. Uwagi wst¦pne

Terminy: tablice semantyczne, tablice analityczne, drzewa semantyczne, itp.
znane s¡ ka»demu, kto logik¦ mógª studiowa¢ lub chce (b¡d¹ musi) jej naucza¢.
Zwi¡zane s¡ one z technikami badania czy zachodzi wynikanie logiczne, usta-
laniem czy dane formuªy s¡ prawami logiki, rozpoznawaniem speªnialno±ci (se-
mantycznej niesprzeczno±ci) zbiorów formuª, itd., a wi¦c z centralnymi zadania-
mi, których rozwi¡zania oczekujemy od logiki na jej elementarnym poziomie.
Istota rozwa»anej metody to post¦powanie apagogiczne, nakierowane na wyk-
luczanie zaj±cia pewnych sytuacji. Nadto, drug¡ charakterystyczn¡ cech¡ tej

1Tekst opublikowany w: K. Trz¦sicki (ed.) Ratione et Studio. Profesorowi Witoldowi
Marciszewskiemu w darze. Wydawnictwo Uniwersytetu w Biaªymstoku, Biaªystok, 191�234.

2Autorzy dzi¦kuj¡: Panu Profesorowi Romanowi Murawskiemu oraz Panu Doktorowi
Tomaszowi Poªacikowi za »yczliwe rady i trafne uwagi krytyczne dotycz¡ce niniejszego tekstu.
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metody jest odwoªywanie si¦ jedynie do podformuª rozpatrywanych formuª. Drze-
wowe reprezentacje zastosowa« tej metody s¡, w ±ci±le okre±lonym sensie, dualne
do drzewowych reprezentacji dowodów prowadzonych na sposób hilbertia«ski
lub gentzenowski.

Wspomniane wy»ej terminy pojawiaj¡ si¦ w literaturze logicznej okoªo póª
wieku temu, mo»na jednak ich histori¦ prenataln¡, a tak»e drogi prowadz¡ce do
samego momentu pocz¦cia metody je wykorzystuj¡cej wi¡za¢ z o wiele wcze±-
niejszymi rezultatami uzyskanymi w logice i metalogice.

Informacje historyczne, wraz ze stosownymi eksplikacjami znale¹¢ mo»na
np. w monogra�i Marciszewski-Murawski 1995. Autorzy wymieniaj¡ Everta W.
Betha, Jaakko Hintikk¦ oraz Karla Schütte'go jako prekursorów omawianej tu
metody, nawi¡zuj¡cych do wcze±niejszych klasycznych prac Gerharda Gentzena.
Wskazuj¡ te» na dalsze rozwini¦cia tej metody, przede wszystkim przez Stephena
Kleene'go, Saula Kripke'go, Raymonda Smullyana oraz Paula Lorenzena.3

W literaturze polskiej konstrukcje rozwa»anego typu (lub bardzo im bliskie)
równie» pojawiªy si¦ stosunkowo wcze±nie. Do wa»niejszych nale»y zaliczy¢ m.in.
propozycje Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego (np. Rasiowa-Sikorski 1963),
prace Zdzisªawa Pawlaka (np. Pawlak 1965), wa»ny artykuª Zbigniewa Lisa (Lis
1960; zªo»ony w redakcji Studia Logica 3 marca 1959 i zawieraj¡cy propozycje,
które zyskaªy spor¡ popularno±¢ dzi¦ki pó¹niejszym, acz niezale»nym pracom
Raymonda Smullyana).4

Jest wiele podr¦czników wykorzystuj¡cych omawian¡ metod¦. Najwi¦ksz¡
popularno±ci¡ cieszyªy si¦ bodaj: Smullyana First Order Logic, Je�reya For-
mal Logic: Its Scope and Limits, Bella i Machovera A Course in Mathematical
Logic, Hodgesa Logic. Pisz¡cy te sªowa ceni¡ sobie np. przyst¦pnie napisane
podr¦czniki: Elementary formal logic (Georgacarakos-Smith 1979) oraz Logika
matematyczna w informatyce (Ben-Ari 2005). W literaturze polskiej metoda ta
jest konsekwentnie stosowana w podr¦cznikach Maªgorzaty Por¦bskiej i Woj-
ciecha Suchonia (zob. np. Por¦bska-Sucho« 1991), a ostatnio równie» w dost¦p-
nych w Internecie opracowaniach Witolda Marciszewskiego.5

Cele niniejszego krótkiego artykuªu s¡ dwa. Pierwszym jest oczywi±cie skrom-
ne wyra»enie wdzi¦czno±ci Profesorowi Witoldowi Marciszewskiemu za mo»li-
wo±¢ obcowania z jego nieprzeci¦tn¡ osobowo±ci¡, oraz z jego dokonaniami
naukowymi, z których starali±my si¦ korzysta¢ wysilaj¡c nasze skromniutkie
moce intelektualne, za okazywan¡ nam wszystkim bezinteresown¡ »yczliwo±¢ i
pomoc. Drugim, który uwa»a¢ mo»na za nieskromny (ale chyba nie caªkiem
nikczemny), jest autoreklama przygotowywanego przez pisz¡cych te sªowa po-

3Zobacz prace wymienionych autorów zamieszczone w odno±nikach bibliogra�cznych.
4Nie jest naszym zadaniem podawanie w tym miejscu wyczerpuj¡cych, skrupulatnych in-

formacji o historii rozwoju omawianej metody. Zwi¦zªe, acz bardzo tre±ciwe informacje za-
wiera monumentalny Handbook of Tableau Methods 1999. Krótk¡ prezentacj¦ historii rozwoju
metody podaje tak»e np. artykuª Annelis 1990.

5Zobacz Lectorium Profesora, gdzie znajdujemy wci¡» nowe teksty dotycz¡ce nauczania
logiki i jej zastosowa«. Odno±niki do innych stron w domenie calculemus.org tak»e prowadz¡
do wielu artykuªów Witolda Marciszewskiego. Caªkiem powa»nie, bez przypisywanej nam
zwykle przez otoczenie wesoªkowato±ci cytujemy point¦ starego »artu: Mniej je¹dzi¢, wi¦cej
czyta¢, towarzysze! Warto.
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dr¦cznika Metoda drzew semantycznych w klasycznym rachunku logicznym. Ma-
my nadziej¦, »e efekt ko«cowy tego przedsi¦wzi¦cia sprawi Profesorowi przyjem-
no±¢, jako »e po cz¦±ci inspirowany jest jego wªa±nie zapaªem w propagowaniu
metody drzew semantycznych (w ró»nych jej odmianach) w dydaktyce logiki.
Mo»e dostarczy te» minimalnych cho¢by po»ytków studiuj¡cym dobrowolnie,
samowolnie b¡d¹ tylko regulaminowo logik¦ elementarn¡.

Tych z ewentualnych czytelników tego tekstu, którzy nie znajd¡ w nim ab-
solutnie nic dla nich nowego upraszamy o wyrozumiaªe przypomnienie sobie
deklaracji estetycznej in». Mamonia z Rejsu, który lubiª tylko te piosenki, które
ju» kiedy± sªyszaª.

W dalszym ci¡gu tekstu skrót MDS zast¦puje okre±lenie metoda drzew se-
mantycznych, natomiast KRZ oraz KRP s¡ powszechnie u»ywanymi skrótami
dla klasycznego rachunku zda« oraz klasycznego rachunku predykatów, odpowied-
nio. FOL jest u»ywanym w literaturze skrótem dla logika pierwszego rz¦du.6

2. MDS i Humanistki

Ze wzgl¦du na liczne zastosowania w zautomatyzowanym przetwarzaniu in-
formacji (np. w automatycznym dowodzeniu twierdze«) MDS jest atrakcyjna
dla informatyków.7 To caªkiem zrozumiaªe � dost¦pne ±rodki techniczne s¡
wystarczaj¡ce, aby w stosunkowo krótkim czasie (a zatem tak»e niedrogo) zbu-
dowa¢ myk-myk drzewo semantyczne dla formuª o sporej nawet zªo»ono±ci.

Przy caªym szacunku dla pot¦gi bezmy±lno±ci nieprawdopodobnie szybkich
maszyn matematycznych warto mo»e pami¦ta¢ o tym, »e twórczy charakter
pracy w naukach formalnych zakªada, i» w gr¦ wchodz¡ ró»norakie aspekty
natury pragmatycznej. Przywoªajmy w tym miejscu sªowa napisane prawie póª
wieku temu:

Wyobra¹my sobie, »e matematyk chce sprawdzi¢, czy jakie± wyra»e-
nie jest twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowód tego twier-
dzenia wymaga jednak milionów b¡d¹ miliardów operacji, tak »e
wykonanie ich przez czªowieka jest praktycznie niemo»liwe. A wi¦c o
twierdzeniu tym nie mo»na orzec czy jest ono prawdziwe czy nie. Za-
stosowanie w tym przypadku maszyny pozwoli przeprowadzi¢ dowód;
powstaje jednak pytanie, czy dowód ten mo»e by¢ przez czªowieka
rozumiany? W dotychczasowym sensie � chyba nie. Je»eli nie,
to za pomoc¡ maszyn matematycznych mo»na dowodzi¢ twierdze«,
których nie mo»na zrozumie¢, ewentualnie poj¦cie zrozumienia wy-
maga innej interpretacji.

Pawlak 1965, 6
6Ewentualny skrót polski ¹le nam si¦ kojarzy.
7Literatura dotycz¡ca zastosowa« (ró»nych odmian) MDS jest ogromna � np. pytania o

terminy i techniki z ni¡ zwi¡zane zadawane wyszukiwarkom internetowym podaj¡ setki tysi¦cy
odpowiedzi.
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Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza si¦ do kolejnego
wypisywania twierdze« i ich dowodów; teorie te s¡ budowane w
celach poznawczych. A wi¦c twierdzenia teorii musz¡ by¢ zrozumia-
ªe, musz¡ da¢ si¦ czyta¢ przez czªowieka ze zrozumieniem. Wiadomo
za±, »e zdolno±ci recepcyjne czªowieka s¡ ograniczone. Zbyt dªugie
ci¡gi symboli nie mog¡ by¢ przez czªowieka rozpoznawane i czytane
ze zrozumieniem.

Pawlak 1965, 25

Zaªó»my, »e kryterium takie [kryterium �ciekawo±ci� twierdzenia �
IBK, JP] udaªo si¦ znale¹¢ i »e maszyna produkuje rzeczywi±cie
ciekawe twierdzenia. Przy dzisiejszej szybko±ci liczenia maszyna
matematyczna mo»e w krótkim czasie wyprodukowa¢ kilkaset tysi¦cy
twierdze« teorii. Pojawia si¦ wi¦c pytanie, kto b¦dzie mógª te twier-
dzenia czyta¢, rozumie¢ i wykorzystywa¢? Wªa±ciwie nale»aªoby
zapyta¢, czy w jakiejkolwiek teorii mo»e by¢ rzeczywi±cie sto tysi¦cy
interesuj¡cych twierdze«?

Pawlak 1965, 1418

Zadumanie si¦ nad powy»szymi cytatami prowadzi, jak nam si¦ wydaje, do
takich samych wniosków dzi±, jak i póª wieku temu. A to, »e konkluzje te s¡
podobne, powinno zach¦ca¢ do (Humanistycznej, a jak»e) metakonkluzji.9

Boolos podaje ciekawy przykªad ilustruj¡cy pragmatyczne ograniczenia w
zastosowaniach logiki pierwszego rz¦du i jednocze±nie wskazuj¡cy, »e logika
drugiego rz¦du (do której peªnego zaufania mie¢ nie mo»na, ze wzgl¦du na
niezachodzenie twierdzenia o peªno±ci) jest bardziej ludzka, a nawet � chcia-
ªoby si¦ nieco humorystycznie rzec � bardziej Humanistyczna; zob. Boo-
los 1987. Streszczaj¡c wynik Boolosa: dostarcza on przykªadu wnioskowania,
którego zapis formalny w logice pierwszego rz¦du nie mie±ci si¦ w istniej¡-
cym Wszech±wiecie, a które stosunkowo ªatwo prze±ledzi¢ w formalizmie logiki
drugiego rz¦du.

Planowany przez pisz¡cych te sªowa skrypt ma by¢ prezentacj¡ wybranej
metody (MDS), a nie podr¦cznikiem logiki. Poªowa z nas uczy logiki od trzy-
dziestu lat, u»ywaj¡c w tym celu przeró»nych metod; MDS stosowana jest w
tej posªudze dydaktycznej (przede wszystkim dla Humanistek) od lat prawie
dwudziestu. Gdy ma si¦ prowadzi¢ wykªad z logiki, to � jak (chyba bez

8Czytelnik zechce wybaczy¢, »e przywoªujemy przydªugie cytaty. Cz¦±ciowym usprawiedli-
wieniem niech b¦dzie tematyka poruszana w 4.4. poni»ej.

9Poªowa z pisz¡cych te sªowa pami¦ta wykªad inauguracyjny Profesora Andrzeja
Mostowskiego wygªoszony podczas otwarciaMi¦dzynarodowego Centrum Matematycznego im.
Stefana Banacha w Warszawie w 1973 roku. Prelegent mówiª wtedy m.in. o tym, jak wa»ne (i
jednocze±nie beznadziejnie trudne) byªoby scharakteryzowanie co to znaczy, »e jakie± twierdze-
nie matematyczne jest interesuj¡ce, ciekawe, itp. Pami¦tamy te» wyraz (chyba) skupienia,
maluj¡cy si¦ na twarzy Pierwszego Sekretarza Komitetu Wojewódzkiego Polskiej Zjednoczonej
Partii Robotniczej, sªu»bowo obecnego podczas tego otwarcia � Wyj±¢ przed wykªadem, czy
poczeka¢? Mo»e b¦dzie potem pocz¦stunek?
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przekory) pisaª James McCawley � ªatwiej jest napisa¢ podr¦cznik do swoich
wykªadów, ni» go nie napisa¢.10

Daleko nie wszystkie Humanistki11 lubi¡ najstarsz¡ dyscyplin¦ humanisty-
czn¡, jak¡ jest logika. St¡d, zdarza si¦ usªysze¢ (dla nas zabawne) wypowiedzi
rodzaju: Po co mi logika? Jestem Humanistk¡! Jak wykªadowca mo»e próbowa¢
sobie dawa¢ rad¦ w takiej sytuacji, bez masochistycznej emigracji wewn¦trznej
(kryj¡c si¦ za tarcz¡ programu studiów) i jednocze±nie bez apodyktycznego
sadyzmu (by nie rzec: molestowania) intelektualnego wobec niewinych, ufnych
przede wszystkim w Eufoni¦ Sªowa, Humanistek, zale»y od jego umiej¦tno±ci dy-
daktycznych, do±wiadczenia, a tak»e od otwarto±ci intelektualnej audytorium.
W tym miejscu zwró¢my uwag¦ na cztery sprawy:

• Humanistki (cho¢ oczywi±cie nie tylko one) w miar¦ ªatwo przyswajaj¡
(kapralsko)-wojskowe podej±cie do przetwarzania informacji. Bezmy±lne
wykonywanie rozkazów (post¦powanie wedªug jasno okre±lonego algorytmu)
pozwala zaoszcz¦dzi¢ moce intelektualne, które mo»na przeznaczy¢ cho¢by
na � zrozumiaªe u mªodzie»y � fantazjowanie na tematy gromko przez
Watykan pot¦piane. Przymus post¦powania wedªug zalece« algorytmu
zwalnia od przykrego obowi¡zku ponoszenia jakiejkolwiek odpowiedzial-
no±ci za minimalne cho¢by wªasne inicjatywy intelektualne (a mªodzie»
jest wra»liwa � bardzo prze»ywa wszelkie karc¡ce uwagi, które mogªyby
j¡ rzekomo spotka¢ w przypadku takich inicjatyw). Last but not least, al-
gorytmy to przecie» odmiana ¢wicze« logiczno-gimnastycznych dost¦pnych
ka»demu (powy»ej pewnego minimalnego progu umiej¦tno±ci komunikowa-
nia spoªecznego): gdy wspomnisz, »e logika to co± w rodzaju aerobicu
my±lowego, to przytomne w danym momencie zaj¦¢ sªuchaczki mog¡ si¦
zainteresowa¢ ni¡ o wiele bardziej, ni» gdy dªugo i dobitnie przekonywa¢
je b¦dziesz, »e to wªa±nie dzi¦ki logice i racjonalizmowi kultura Zachodu
uzyskaªa sporo caªkiem niegªupich osi¡gni¦¢.

• Humanistki (cho¢ oczywi±cie nie tylko one) chyba lubi¡ przekor¦ w my±le-
niu. Apagogiczny charakter MDS odzwierciedla, jak mniemamy, jak¡±
cz¦±¢ takiej przekory. Mo»e za nieprzyzwoite uznane zostanie przyznawanie
si¦ do nikczemnego manipulowania mªodymi umysªami, ale stwierdzamy (z
rozbawieniem), »e baªamutnie wskazuj¡c na rzekome zwi¡zki metod apago-
gicznych z obmierzªym nam postmodernizmem czujemy si¦ po trosze jak,
nie przymierzaj¡c Konrad Wallenrod, jak jaka± pi¡ta kolumna logiczna
dosypuj¡ca trucizn¦ racjonalizmu do ob�cie tryskaj¡cych ¹ródeª postmo-
dernizmu, jak advocatus diaboli. . .

10I didn't really want to write this book, but I decided in 1974 that it would be easier for
me to write it than to not write it, assuming, that is, that I was going to continue teaching
courses on logic for linguists regularly. McCawley 1981, ix.

11U»ywany passim w tym tek±cie termin Humanistka nie ma � w naszej intencji
� wyd¹wi¦ku pejoratywnego. Zacz¦li±my go u»ywa¢ na sugesti¦ samych nauczanych.
Posªug¦ dydaktyczn¡ staramy si¦ wykonywa¢ rzetelnie, pomni zªo»onej przysi¦gi doktorskiej.
Nauczanie Humanistek (rudymentów) logiki to zaj¦cie i trudne i ciekawe.
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• Humanistki dzisiejsze (cho¢ oczywi±cie nie tylko one) nale»¡ do pokole-
nia obrazkowego, ªatwiej przetwarzaj¡cego informacj¦ podan¡ w postaci
diagramów, ikon, rysuneczków, itp. ni» tak¡ sam¡ informacj¦ poddawan¡
obróbce na modª¦, powiedzmy, algebraiczn¡. Istnieje ju» spora literatura
na temat tego, jak skutecznie wykorzystywa¢ w dydaktyce takie wªa±nie
nastawienie nauczanych.

• Humanistki oswojone s¡ (dokªadniej: powinny by¢) z ró»nego typu drze-
wami � szczególnie dotyczy to tych, które maj¡ kontakt z analizami
lingwistycznymi, w których rozmaicie znakowane drzewa s¡ na porz¡dku
dziennym. W ostateczno±ci, je±li z ich pami¦ci umkn¦ªy wiadomo±ci doty-
cz¡ce gramatyk generatywno-transformacyjnych, gramatyk kategorialnych,
gramatyk dependencji, HPSG, itp., to zawsze mo»na odwoªa¢ si¦ np. do
drzew genealogicznych (te z Humanistek, które ±ledz¡ uwa»nie, powiedzmy
perypetie generacji bohaterek ukazane w kilkuset odcinkach telenoweli
Kª¡b »¡dz nie b¦d¡ miaªy najmniejszej trudno±ci w operowaniu reprezen-
tacjami drzewowymi).

Pisz¡cy te sªowa czuj¡ wewn¦trzn¡ potrzeb¦ zªo»enia krótkiej deklaracji.
Wszelkie podawane dalej przykªady wykorzystuj¡ce j¦zyk naturalny (polski) s¡
czcz¡ jedynie igraszk¡. Mogliby±my ograniczy¢ si¦ do rozwa»ania jedynie for-
muª j¦zyka rachunku predykatów (bo tego j¦zyka dotyczy w istocie omawiana
metoda!). Wierzymy, »e formuªy j¦zyka rachunku predykatów mo»na próbowa¢
odczytywa¢ w j¦zyku naturalnym; czasami odczytania takie maj¡ nawet odrobin¦
sensu. Nie wierzymy, »e �przekªad� w drug¡ stron¦ jest jako± wyra¹nie zdeter-
minowany, tj. nie wierzymy w mo»liwo±¢ bezpo±redniej, adekwatnej reprezen-
tacji dowolnych wyra»e« j¦zyka naturalnego w j¦zyku KRP. To Szema Israel
logiczno-lingwistyczne jest jednak tematem na osobn¡ ksi¡»k¦.12 Wniektórych z
rozwa»anych ni»ej przykªadów wskazujemy na ad hoc wybrane kªopoty z takimi
przekªadami. Zach¦camy te» do lektury wnikliwych analiz przeprowadzanych
przez Witolda Marciszewskiego (w jego wspomnianym ju» wy»ej Lectorium)
konkretnych przykªadów wnioskowa«.

3. Przypomnienie podstawowych poj¦¢ zwi¡zanych
z MDS

Podamy teraz � w najwi¦kszym skrócie � pewne ustalenia de�nicyjne oraz
propozycje notacji. U»ywamy notacji eklektycznej i nieco nadmiarowej; jak
dot¡d, do±¢ dobrze sprawdzaªa si¦ ona w praktyce dydaktycznej.

By¢ mo»e, Czytelnik miaª ju» jak¡± styczno±¢ z któr¡± z wersji MDS (np. z
tablicami Smullyana). Istota metody polega, jak wiadomo, na szukaniu kontr-
przykªadów. Gdy udaje si¦ np. pokaza¢, »e dana formuªa A nie jest faªszywa

12Zatrwo»onego naszym gadulstwem Czytelnika spieszymy uspokoi¢: osobi±cie nie czujemy
potrzeby jej napisania.
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w »adnej interpretacji (przez doj±cie do sprzeczno±ci przy przypuszczeniu, »e
w co najmniej jednej interpretacji A jest faªszywa), to wykazana zostaje tym
samym prawdziwo±¢ A we wszystkich interpretacjach. Gdy za± (przy takim
samym przypuszczeniu) do sprzeczno±ci nie dochodzimy, to mo»liwe jest skon-
struowanie kontrprzykªadu, tj. interpretacji, w której formuªa A jest faªszywa.

Przeprowadzana analiza semantyczna polega na ustalaniu warto±ci logicznej
podformuª formuªy o danej warto±ci logicznej. Sprowadza si¦ ona zatem do
eliminowania staªych logicznych. W wyniku zastosowania tej procedury otrzy-
mujemy drzewo (binarne), którego wierzchoªki znakowane s¡ podformuªami oraz
negacjami podformuª rozwa»anej formuªy.

Nale»y oczywi±cie pami¦ta¢ m.in. o nast¦puj¡cych sprawach:

• W dydaktyce u»ywaj¡cej MDS pokaza¢ trzeba poprawno±¢ tej metody, jej
trafno±¢ (soundness) oraz peªno±¢ (completeness), tj. udowodni¢, »e for-
muªy j¦zyka KRP, które s¡ tautologiami wedle MDS s¡ dokªadnie tautolo-
giami KRP w standardowym rozumieniu. Przedstawianie tego typu meta-
logicznych rozwa»a« w usªugowym kursie logiki dla Humanistek wymaga
ostro»no±ci, nie jest przecie» celem dydaktycznym wykazywanie, i» logika
zajmuje si¦ przede wszystkim sama sob¡. Nie potra�my odmówi¢ sobie
przytoczenia w tym miejscu przypomnianej nam niedawno przez Pana
Profesora Jana Zygmunta fraszki Tadeusza Kotarbi«skiego:

Gdziekolwiek my±l¡ si¦gniesz, tkwi bª¦du ªodyga.
Logiko, karcicielko, po badylach ±migaj!
Na chwasty moja praca pó¹niej si¦ rozpostrze.
A teraz czym si¦ trudzisz? Sama siebie ostrz¦.

• W praktyce dydaktycznej posªugujemy si¦ pewnymi wygodnymi uprosz-
czeniami (drzewo �ro±nie�, gaª¡¹ �przedªu»amy� b¡d¹ �zamykamy�, itp.).
Za tymi metaforycznie sformuªowanymi zaleceniami post¦powania stoj¡
jednak porz¡dne, poprawne de�nicje odno±nych procedur. Z punktu wi-
dzenia efektywno±ci nauczania logiki dla Humanistek owe uproszczenia s¡
chyba po»¡dane.

• W logicznej posªudze dydaktycznej dla Humanistek nale»y chyba zachowa¢
pewien umiar. Obiektywnie rzecz ujmuj¡c, peªne zalety MDS staj¡ si¦
widoczne, gdy uka»e si¦ zwi¡zki tej metody np. z programowaniem w
logice, reguª¡ rezolucji, procedurami uni�kacji, itp. Nie zgadzamy si¦ jed-
nak z postulatami tych dydaktyków, którzy gªosz¡, i» logika powinna
budzi¢ groz¦. Cho¢ wyznajemy pesymistyczny racjonalizm jako postaw¦
»yciow¡ (z wª¡czeniem do tej postawy akceptowanej perspektywy episte-
mologicznej), to uwa»amy, »e logika powinna dostarcza¢ rado±ci.

Zakªadamy, »e poj¦cia dotycz¡ce drzew (np.: gaª¡¹, korze«, li±¢, itp.) oraz
reprezentacji formuª w postaci drzew s¡ Czytelnikowi znane.
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Gaª¡¹ drzewa nazywamy zamkni¦t¡, je±li wyst¦puje na niej para
formuª postaci A, ¬A. W przeciwnym przypadku gaª¡¹ nazywamy
otwart¡. Drzewo, którego wszystkie gaª¦zie s¡ zamkni¦te, nazy-
wamy drzewem zamkni¦tym.

Umowa notacyjna 1. Gaª¡¹ zamkni¦t¡ drzewa ko«czy¢ b¦dziemy li±ciem z sym-
bolem × opatrzonym indeksami wskazuj¡cymi numery formuª z tej gaª¦zi, które
pozwalaj¡ j¡ zamkn¡¢, tj. które s¡ wzajem sprzeczne.

Gaª¦zie otwarte drzew zaznacza¢ b¦dziemy li±ciem z symbolem ◦. W niek-
tórych przypadkach u»ywa¢ te» b¦dziemy symbolu ◦ z indeksami, lub specjalnie
dobranych symboli (np. ♣, ♠, itp.) gdy b¦dzie to przydatne w odwoªywaniu
si¦ do takiej gaª¦zi w tek±cie. ¤

Gdy wszystkie gaª¦zie drzewa semantycznego formuªy A s¡ zamkni¦te, to
nie istnieje interpretacja, w której formuªa ta jest speªniona. Gdy która± gaª¡¹
drzewa semantycznego formuªy A jest otwarta, to gaª¡¹ taka odpowiada inter-
pretacjom, w których A jest speªniona, tj. bior¡c pod uwag¦ wszystkie for-
muªy (atomowe) wyst¦puj¡ce na tej gaª¦zi mo»na poda¢ interpretacje, w której
wszystkie formuªy tej gaª¦zi (a wi¦c tak»e formuªa stanowi¡ca korze« drzewa)
s¡ prawdziwe.

Formuªy, które s¡ tautologiami KRP maj¡ sko«czone drzewa semantyczne.13
Metoda sprawdzania przy pomocy drzew semantycznych, czy dana formuªa

j¦zyka KRP jest tautologi¡ KRP, ma charakter apagogiczny � wykluczenie
mo»liwo±ci, »e ¬A jest prawdziwa w jakiej± interpretacji (a wi¦c zamkni¦cie
wszystkich gaª¦zi drzewa semantycznego formuªy ¬A) pozwala stwierdzi¢, »e
formuªa A jest tautologi¡ KRP.

Gdy formuªa A nie jest tautologi¡ KRP, to drzewo semantyczne dla ¬A mo»e
by¢ niesko«czone.14 W takim przypadku omawiana metoda uzupeªniona mo»e
by¢ pewnymi reguªami heurystycznymi.

Drzewa semantyczne budujemy tak»e dla sko«czonych zbiorów formuª.15
Na przykªad pytanie, czy zbiór formuª {A1, A2, . . . , An} jest semantycznie nie-
sprzeczny (speªnialny) sprowadza si¦ do rozstrzygni¦cia, czy istnieje co najmniej
jedna interpretacja, w której wszystkie te formuªy s¡ jednocze±nie prawdziwe;
gdy tak jest, to zbiór ów jest semantycznie niesprzeczny, a gdy nie istnieje inter-
pretacja, w której {A1, A2, . . . , An} s¡ wszystkie prawdziwe, to zbiór ten jest se-
mantycznie sprzeczny (niespeªnialny). Gdy wi¦c rozpoczniemy budow¦ drzewa
semantycznego od pnia16 zªo»onego z formuª A1, A2, . . . , An i wszystkie jego
gaª¦zie b¦d¡ zamkni¦te, to wykluczona zostanie mo»liwo±¢, aby formuªy te byªy
prawdziwe w jakiej± wspólnej interpretacji, a to oznacza, i» {A1, A2, . . . , An}
jest semantycznie sprzeczny. Gdy natomiast drzewo, w którego pniu znaj-
duj¡ si¦ formuªy A1, A2, . . . , An ma co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡, to zbiór
{A1, A2, . . . , An} jest semantycznie niesprzeczny � interpretacje, w których

13To stwierdzenie wymaga oczywi±cie uzasadnienia. Zob. np. Smullyan 1968, Ben-Ari 2005.
14Tak»e to stwierdzenie wymaga uzasadnienia. Zob. np. j.w.
15MDS mo»e by¢ te» odpowiednio stosowana w przypadku przeliczalnych zbiorów formuª,

ze wzgl¦du na zachodzenie w KRP twierdzenia o zwarto±ci.
16Pie« drzewa to cz¦±¢ wspólna wszystkich gaª¦zi tego drzewa.
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wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An s¡ jednocze±nie prawdziwe odtworzy¢ mo»na
z informacji zawartych na tej»e wªa±nie otwartej gaª¦zi.

W przypadku badania metod¡ drzew semantycznych, czy ze zbioru formuª
{A1, A2, . . . , An} wynika logicznie formuªa B budujemy drzewo, w którego pniu
umieszczamy wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An oraz formuª¦ ¬B. Je±li wszys-
tkie gaª¦zie tego drzewa s¡ zamkni¦te, to B wynika logicznie z {A1, A2, . . . , An},
jako i» wykluczone zostaje istnienie interpretacji, w której prawdziwe byªyby
wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An oraz formuªa ¬B, czyli interpretacji, w której
prawdziwe byªyby wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An oraz faªszywa byªaby for-
muªa B. Gdy za± drzewo takie ma co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡, to dostar-
cza ona przykªadów interpretacji, w których wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An

s¡ prawdziwe, a formuªa B jest faªszywa (bo ¬B wtedy prawdziwa) � a to
oznacza, »e B nie wynika logicznie z {A1, A2, . . . , An}.

Poni»ej, w punktach 3.1. oraz 3.2. wyliczamy reguªy MDS dla KRP z iden-
tyczno±ci¡. Bierzemy pod uwag¦ najbardziej chyba popularny zestaw staªych
logicznych u»ywanych w posªudze dydaktycznej dla Humanistek, tj. spójniki
negacji, koniunkcji, implikacji materialnej, alternatywy niewykluczaj¡cej, rów-
nowa»no±ci materialnej, kwanty�kator egzystencjalny oraz kwanty�kator gene-
ralny. W KRP z identyczno±ci¡ predykat identyczno±ci traktowany jest jako
staªa logiczna i charakteryzowany, jak wiadomo, stosownymi aksjomatami.17

3.1. Reguªy MDS dla KRZ

Rozumienie dziaªania reguª MDS dotycz¡cych spójników zdaniowych, czyli
reguª przedªu»ania gaª¦zi drzewa semantycznego analizowanej formuªy nie po-
winno nastr¦cza¢ trudno±ci.

• Koniunkcja jest prawdziwa tylko w przypadku, gdy oba jej czªony s¡
prawdziwe. Dlatego te» je»eli dana formuªa ma posta¢ koniunkcji, to oba
jej czªony umieszczamy na tej samej gaª¦zi drzewa, zapisuj¡c je jeden pod
drugim.

R(∧)
A ∧B

A

B

• Je»eli formuªa jest alternatyw¡, to w drzewie tworzymy rozgaª¦zienie,
a czªony alternatywy umieszczamy na oddzielnych gaª¦ziach, poniewa»
alternatywa jest prawdziwa, gdy przynajmniej jeden z jej czªonów jest
prawdziwy.

17We wspomnianym ju» Handbook of Tableau Methods znajdujemy przegl¡d ró»nych wersji
MDS, nie tylko dla poszczególnych systemów logicznych, ale tak»e dla systemów z pewnymi
wyró»nionymi predykatami. Zob. te» np. Priest 2001, Toledo 1975, McAllester-Givan 1993.
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R(∨)
A ∨B

©© HH
A B

• Implikacja jest prawdziwa, gdy zachodzi co najmniej jeden z warunków: jej
poprzednik jest faªszywy lub nast¦pnik jest prawdziwy. Dlatego dokonuj¡c
rozkªadu formuªy w postaci implikacji umieszczamy negacj¦ jej poprzed-
nika na jednej gaª¦zi drzewa a nast¦pnik na drugiej.

R(→)
A → B

©©© HHH
¬A B

• Równowa»no±¢ jest prawdziwa wtedy, gdy oba jej czªony maj¡ t¦ sam¡
warto±¢ logiczn¡. Zatem drzewo dla takiej formuªy musi rozdziela¢ si¦
na dwie gaª¦zie: na jednej umieszczamy oba czªony równowa»no±ci bez
znaku negacji (co odpowiada przypadkowi, gdy s¡ one oba prawdziwe),
na drugiej oba czªony z negacj¡ (co odpowiada przypadkowi, gdy s¡ one
oba faªszywe).

R(↔)
A ↔ B

©© HH
A

B

¬A

¬B

Reguªy dla formuª j¦zyka KRZ, w których spójnikiem gªównym jest negacja
maj¡ posta¢ nast¦puj¡c¡:

• Warto±¢ logiczna formuªy A oraz formuªy ¬¬A jest taka sama, dlatego te»
na gaª¦zi zawieraj¡cej formuª¦ postaci ¬¬A umieszczamy formuª¦ A, co
zapisujemy jako:

R(¬¬) ¬¬A

A

• Koniunkcja jest faªszywa wtedy, gdy przynajmniej jeden z jej czªonów
jest faªszywy, dlatego podczas rozkªadu formuªy b¦d¡cej zaprzeczeniem
koniunkcji nale»y umie±ci¢ negacje jej czªonów na oddzielnych gaª¦ziach
drzewa (co spowoduje powstanie rozgaª¦zienia).

R(¬∧) ¬(A ∧B)
©©© HHH

¬A ¬B
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• Gdy w procesie tworzenia drzewa napotkamy na formuª¦ b¦d¡c¡ negacj¡
alternatywy, to na tej samej gaª¦zi drzewa umieszczamy negacje obu jej
czªonów, poniewa» alternatywa jest faªszywa tylko wtedy, gdy oba jej
czªony s¡ faªszywe.

R(¬∨) ¬(A ∨B)

¬A

¬B

• Implikacja jest faªszywa tylko w jednym przypadku, gdy jej poprzednik jest
prawdziwy a nast¦pnik faªszywy; dlatego na jednej gaª¦zi umieszczamy jej
poprzednik i negacj¦ nast¦pnika.

R(¬ →) ¬(A → B)

A

¬B

• Równowa»no±¢ jest faªszywa, gdy jej czªony maj¡ ró»ne warto±ci logiczne.
Dlatego chc¡c rozªo»y¢ formuª¦ w postaci negacji równowa»no±ci dokonu-
jemy rozgaª¦zienia i na jednej z gaª¦zi umieszczamy jej lewy czªon i negacj¦
prawego a na drugiej negacj¦ lewego czªonu i czªon prawy.

R(¬ ↔) ¬(A ↔ B)
©©© HHH

A

¬B

¬A

B

W przypadku, gdy rozwa»amy np. KRZ w postaci implikacyjno-negacyjnej,
wystarczaj¡ oczywi±cie tylko niektóre z powy»szych reguª; zob. np. Bell-
Machover 1977. W najogólniejszej postaci, stosowa¢ mo»na te» wygodne kon-
wencje proponowane przez Smullyana (α, β, γ, δ wyra»enia � zob. np. Smullyan
1968).

3.2. Reguªy MDS dla KRP (z identyczno±ci¡)

Formuª¦ otrzyman¡ w wyniku podstawienia za wszystkie wolne wyst¡pie-
nia zmiennej x w formule A(x) staªej idywiduowej a oznacza¢ b¦dziemy przez
A(a/x); a gdy b¦dzie bezdyskusyjnie jasne o jakie podstawienie chodzi, po
prostu przez A(a).

Przypomnijmy podstawow¡ intuicj¦ semantyczn¡:
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• Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci
∃xA(x), to uznamy te» za prawdziwe zdanie postaci A(a), gdzie a jest
staª¡ indywiduow¡, oznaczaj¡c¡ jaki± obiekt w uniwersum tej intepretacji.

• Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci
∀xA(x), to uznamy te» za prawdziwe wszystkie zdania postaci A(a), dla
dowolnej staªej indywiduowej oznaczaj¡cej jaki± obiekt z uniwersum tej»e
interpretacji.18

Reguªy rozkªadu formuª dotycz¡ce kwanty�katorów maj¡ posta¢ nast¦pu-
j¡c¡:

• Reguªa dla formuª generalnie skwanty�kowanych:

R(∀) ∀x A(x)

A(a/x)

dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.

• Reguªa dla formuª egzystencjalnie skwanty�kowanych:

R(∃) ∃x A(x)

A(a/x)

dla nowej staªej indywiduowej a nie wyst¦puj¡cej dot¡d na rozwa»anej
gaª¦zi.

• Reguªa dla negacji formuª generalnie skwanty�kowanych:

R(¬∀) ¬∀x A(x)

¬A(a/x)

dla nowej staªej indywiduowej a nie wyst¦puj¡cej dot¡d na rozwa»anej
gaª¦zi.

• Reguªa dla negacji formuª egzystencjalnie skwanty�kowanych:

R(¬∃) ¬∃x A(x)

¬A(a/x)

18Do±wiadczenia zwi¡zane z nauczaniem Humanistek tarskia«skiej semantyki dla KRP by-
waj¡ traumatyczne. Uniwersa Herbranda, zwi¡zane z MDS, prezentowa¢ nale»y temu audy-
torium równie» z delikatno±ci¡.
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dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.

Reguªy R(∀) oraz R(¬∃) s¡ wzmocnione dodatkowym warunkiem: je±li na
gaª¦zi, której dotyczy ich zastosowanie nie ma jeszcze »adnej staªej indywidu-
owej, to posªugujemy si¦ jak¡± z góry ustalon¡ staª¡.
Umowa notacyjna 2. Stosowa¢ b¦dziemy nast¦puj¡c¡ umow¦ notacyjn¡ w gra-
�cznych reprezentacjach drzew semantycznych:

•
√

a oznacza opuszczenie kwanty�katora egzystencjalnego (b¡d¹ negacji
kwanty�katora generalnego) i wprowadzenie w formule za tym kwanty-
�katorem (odpowiednio, w negacji formuªy) nowej staªej indywiduowej a
w miejsce zmiennej wi¡zanej przez ten kwanty�kator;

• ?a oznacza zast¡pienie formuªy generalnie skwanty�kowanej (lub negacji
formuªy egzystencjalnie skwanty�kowanej) przez formuª¦ bez kwanty�ka-
tora generalnego (odpowiednio, negacj¦ formuªy), ze staª¡ indywiduow¡ a
wstawion¡ w miejsce zmiennej wi¡zanej przez ten kwanty�kator;

• numery (z kropk¡) umieszczane (w górnej frakcji) po prawej stronie for-
muª informuj¡ o kolejno±ci wykonywanych dziaªa«; po kropce wyst¦puje
symbol spójnika (b¡d¹ negacji spójnika) do którego stosujemy stosown¡
reguª¦ (z reguª budowania drzew semantycznych w KRZ) lub symbole

√

albo ? wraz ze staª¡ indywiduow¡, których dotycz¡;

• numery (w nawiasach) po lewej stronie formuª informuj¡ o wynikach wy-
konywanych dziaªa«; formuªy z pnia drzewa, które nie powstaªy w wyniku
stosowania »adnych reguª otrzymuj¡ domy±lne (nie wypisywane bez wy-
ra¹nej potrzeby) numery 0.1, 0.2, 0.3,. . . ; indeksy dolne przy numerach
formuª w przypadkach, gdy wi¦cej ni» jedn¡ formuª¦ dopisujemy do gaª¦zi
w rezultacie wykonania kroku o numerze n. s¡ jednej z trzech postaci:
a) ukªad (ng), (nd) (dla reguª nie daj¡cych rozgaª¦zie«), b) ukªad (nl), (np)
(dla reguª daj¡cych rozgaª¦zienie), oraz c) ukªad (nlg), (nld), (npg), (npd)
(dla reguª dotycz¡cych równowa»no±ci oraz zanegowanej równowa»no±ci).

Tak wi¦c, symbol
√

dotyczy zastosowa« reguª R(∃) oraz R(¬∀), natomiast
symbol ? zastosowa« reguª R(∀) oraz R(¬∃). ¤

Buduj¡c drzewa semantyczne w KRP najpierw rozwa»amy formuªy egzys-
tencjalnie skwanty�kowane (lub negacje formuª generalnie skwanty�kowanych)
i wprowadzamy nowe staªe indywiduowe, nast¦pnie dla wszystkich formuª ge-
neralnie skwanty�kowanych umieszczamy na danej gaª¦zi odpowiednie formuªy
otrzymane poprzez opuszczenie kwanty�katora generalnego (lub negacji kwan-
ty�katora egzystencjalnego) i zast¡pienie wi¡zanej przeze« zmiennej ka»d¡ staª¡
indywiduow¡ wyst¦puj¡c¡ na tej gaª¦zi. Je±li nie mamy do dyspozycji »adnej
formuªy egzystencjalnie skwanty�kowanej ani negacji formuªy generalnie skwan-
ty�kowanej, a mamy jakie± formuªy generalnie skwanty�kowane (lub negacje
egzystencjalnie skwanty�kowanych), to wprowadzamy nowe staªe indywiduowe
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przez rozwini¦cie dowolnej formuªy generalnie skwanty�kowanej (lub negacji
egzystencjalnie skwanty�kowanej). Je±li w formule dla której zaczynamy bu-
dowa¢ drzewo wyst¦puj¡ ju» jakie± staªe indywiduowe, to oczywi±cie obowi¡zuj¡
dla nich reguªy R(∀) oraz R(¬∃).

Reguªy dotycz¡ce predykatu identyczno±ci w metodzie drzew semantycznych
mo»na sprowadzi¢ do nast¦puj¡cych dwóch:

• Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, A zawiera jakie± wyst¡pienia termu
t1, to gaª¡¹ drzewa zawieraj¡c¡ formuªy A oraz t1 = t2 przedªu»amy do-
daj¡c formuª¦ A(t2//t1):

R12(=)
A

t1 = t2

A(t2//t1)

gdzie A(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z A poprzez zast¡pienie pewnych
wyst¡pie« termu t1 wyst¡pieniami termu t2.

• Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, A zawiera jakie± wyst¡pienia termu
t1, to gaª¡¹ drzewa zawieraj¡c¡ formuªy A oraz t2 = t1 przedªu»amy do-
daj¡c formuª¦ A(t2//t1):

R21(=)
A

t2 = t1

A(t2//t1)

gdzie A(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z A poprzez zast¡pienie pewnych
wyst¡pie« termu t1 wyst¡pieniami termu t2.

Umowa notacyjna 3. Zastosowanie reguªy Rij(=) w kroku n. do formuªy o
numerze (m) z wykorzystaniem identyczno±ci termów t1 oraz t2 wyra»onej w
formule o numerze (k) zaznacza¢ b¦dziemy umieszczonym z prawej strony for-
muªy o numerze (m) komentarzem: n.k,t2//t1 . ¤

Reguª¦ zamykania gaª¦zi w KRP z identyczno±ci¡ rozszerzamy w
sposób nast¦puj¡cy: gaª¡¹ uznajemy za zamkni¦t¡, je±li wyst¦puje
na niej para formuª postaci A, ¬A b¡d¹ formuªa postaci ¬t = t,
gdzie t jest dowolnym termem.19

19W podanych ni»ej przykªadach jedynymi rozwa»anymi termami b¦d¡ zmienne oraz staªe
indywiduowe.
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4. Cz¦±¢ artystyczna: gar±¢ przykªadów ilustruj¡-
cych wykorzystanie MDS

Podamy kilka przykªadów ilustruj¡cych dziaªanie MDS. S¡ one pro±ciutkie,
niewyszukane, wzi¦te z posªugi dydaktycznej dla Humanistek, którym przy-
tra�ªo si¦ prze»y¢ Przygod¦ Edukacyjn¡ w Uniwersytecie im. Adama Mickie-
wicza w Poznaniu. Dydaktyka logiki na tych specjalno±ciach kierunku neo�lo-
logia, na których jeszcze nie skre±lono owego przedmiotu z programu studiów,
ma charakter prawie wyª¡cznie usªugowy. Próby wykªadu logiki jako dyscy-
pliny naukowej nie spotykaj¡ si¦ z aplauzem ze strony ani nauczanych, ani
Zwierzchno±ci. Pozostaje wi¦c ograniczanie si¦ do wykªadu rudymentów logica
utens: znajdowania �przekªadów� nieskomplikowanych wyra»e« j¦zyka natural-
nego na formuªy j¦zyka KRZ lub KRP, oceny wypreparowanych rozumowa«
przeprowadzanych w j¦zyku naturalnym pod wzgl¦dem ich poprawno±ci de-
dukcyjnej, ustalania, czy dany tekst jest wewn¦trznie sprzeczny, itp. Prosimy
nie traktowa¢ poprzedniego zdania jako przejawu zarozumiaªego nadmiaru am-
bicji. Po prostu, troch¦ smuci administracyjne marginalizowanie uniwersytec-
kiej dydaktyki logiki. W przedmowie do podr¦cznika Por¦bska-Sucho« 1991
na stronie 5 czytamy: Osi¡gni¦cia logiki formalnej � najwa»niejszego i ci¡gle
dynamicznie rozwijaj¡cego si¦ dziaªu logiki � s¡ na ogóª nieznane szerokim kr¦-
gom ludzi wyksztaªconych, zwªaszcza � humanistycznie. A w caªkiem niedawno
zamieszczonym w Tygodniku Powszechnym li±cie Logika a degradacja ±wiata au-
torstwa Panów Profesorów Andrzeja Grzegorczyka oraz Jana Wole«skiego czy-
tamy m.in.: Baªaganiarskie wzory postmodernistycznego my±lenia, jak populisty-
czne (demagogiczne) argumentowanie, stanowi¡ powa»ne zagro»enie dla prawdy
i cz¦sto przyczyniaj¡ si¦ do zlekcewa»enia najcenniejszych rozumnych rozwi¡za«
wa»nych problemów. Rygorystyczna konsekwencja logicznego my±lenia jest pod-
staw¡ wªa±ciwego wypeªniania swoich obowi¡zków, codziennej uczciwo±ci, jak i
np. wªa±ciwego wypeªniania misji mediów, instytucji pa«stwowych czy organi-
zacji pozarz¡dowych. [. . . ] Logika nie zbawi ±wiata, ale mo»e uczestniczy¢ w
przeciwdziaªaniu jego degradacji.20

∗ ∗ ∗

Wpodanych ni»ej przykªadach wyst¡pi¡ jedynie predykaty jedno- lub dwuar-
gumentowe.

4.1. Kto si¦ czubi. . .

Poka»emy, »e nie istnieje interpretacja, w której prawdziwe byªyby jed-
nocze±nie nast¦puj¡ce trzy formuªy:

20http://tygodnik.onet.pl/1580,1212573,dzial.html
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∀x∀y (xPy → xQy)
∀x∃y yPx
¬∀x∃y yQx

W pniu budowanego drzewa semantycznego umieszczamy powy»sze formuªy
i stosujemy do nich reguªy MDS:

∀x∀y (xPy → xQy) 5.?b

∀x∃y yPx 2.?a

¬∀x∃y yQx 1.
√

a

(1) ¬∃y yQa 4.?b

(2) ∃y yPa 3.
√

b

(3) bPa

(4) ¬bQa

(5) ∀y (bPy → bQy) 6.?a

(6) bPa → bQa 7.→

©©©©©

HHHHH

(7l) ¬bPa

×3,7l

(7p) bQa

×4,7p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, a wi¦c badany zbiór formuª jest
semantycznie sprzeczny. Nie ma interpretacji, w której te trzy formuªy byªyby
jednocze±nie prawdziwe; nikt: ani �wi¦te O�cjum, ani Sherlock Holmes, ani
najwytrawniejsza komisja ±ledcza interpretacji takiej nie znajdzie.

Gdy zinterpretujemy jako± predykaty P oraz Q, to mo»emy otrzyma¢ ªadny,
zwi¦zªy, absolutnie nikomu niepotrzebny, semantycznie sprzeczny tekst. Celowo,
tendencyjnie wybierzmy ilustracj¦ kontrowersyjn¡:

• xPy b¦dzie interpretowane jako � x lubi y;

• xQy b¦dzie interpretowane jako � x czubi si¦ z y.

Wtedy trzy podane na pocz¡tku tego przykªadu formuªy otrzymuj¡ nast¦pu-
j¡cy �przekªad�:

Kto si¦ lubi, ten si¦ czubi. Ka»dy jest przez kogo± lubiany. Nieprawda,
»e ze wszystkimi kto± si¦ czubi.
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Brzmi mo»e i dobrze, a sensu »adnego.
Mo»na (sªusznie!) zgªasza¢ przeró»ne zastrze»enia dotycz¡ce trafno±ci tego

�przekªadu�. Np., czy pasywizacja w j¦zyku naturalnym odpowiada braniu
konwersu relacji w KRP? Czy w przypadku �przekªadu� (z powrotem) trzech
powy»szych zda« polskich na j¦zyk KRP otrzymamy dokªadnie formuªy wy-
mienione na pocz¡tku tego przykªadu? W szczególno±ci, czy czubi¢ si¦ odda-
ne miaªoby zosta¢ jako predykat dwuargumentowy, w jednym zdaniu, czy te»
wymagane byªoby zaznaczenie symetryczno±ci rozwa»anej relacji? A mo»e sytu-
acja polegaj¡ca na tym, »e np. Agata czubi si¦ z Beat¡ nie jest reprezentowana
przez jedno zdanie atomowe, lecz raczej w jaki± bardziej zªo»ony sposób? Jaki
jest najbardziej wªa±ciwy szyk wyra»e« negacji i kwanty�kacji w polskim? Od
jakich informacji gramatycznych (a wi¦c obligatoryjnych w wypowiedzi) mo»na
w takich �przekªadach� abstrahowa¢; dlaczego przyjmuje si¦ taki, a nie inny
wybór np. liczby gramatycznej, rodzaju gramatycznego, itp.? Prawie w ka»dym
przypadku igraszek ze znajdowaniem �przekªadów� mi¦dzy wyra»eniami j¦zyków
naturalnych a formuªami j¦zyków logiki napotykamy, jak wiadomo, na wiele
podobnych problemów.

4.2. Troska i zaufanie

Przyjrzyjmy si¦ nast¦puj¡cej regule wnioskowania, w której wyst¦puj¡ pre-
dykaty dwuargumentowe P oraz Q, a tak»e staªa indywiduowa a:

∀x aPx → ∃y∃z (yQz ∧ ¬aQy)
∀x∀y ¬xQy

¬∀x xPx ∨ ∃x xQx

A teraz zbudujmy drzewo o pniu zªo»onym z obu przesªanek reguªy oraz
jej zaprzeczonego wniosku. Je±li drzewo to b¦dzie miaªo gaª¡¹ otwart¡, to
rozwa»ana reguªa jest zawodna: z takiej gaª¦zi otwartej odtworzymy interpre-
tacje, w których zarówno przesªanki reguªy, jak i zaprzeczenie jej wniosku b¦d¡
prawdziwe. A w takich interpretacjach przesªanki reguªy s¡ prawdziwe, za± jej
wniosek faªszywy, wi¦c istnienie co najmniej jednej takowej interpretacji ±wiad-
czy o zawodno±ci reguªy.
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∀x aPx → ∃y∃z (yQz ∧ ¬aQy) 3.→

∀x∀y ¬xQy 5.?a 6.?b 18.?c

¬(¬∀x xPx ∨ ∃x xQx) 1.¬∨

(1g) ¬¬∀x xPx 2.¬¬

(1d) ¬∃x xQx 7.?a 8.?b

(2) ∀x xPx 9.?a 10.?b

©©©©©©©©

HHHHHHHH

(3l) ¬∀x aPx 4.
√

b

(4) ¬aPb

(5) ∀y¬aQy 11.?a 12.?b

(6) ∀y¬bQy 13.?a 14.?b

(7) ¬aQa

(8) ¬bQb

(9) aPa

(10) bPb

(11) ¬aQa

(12) ¬aQb

(13) ¬bQa

(14) ¬bQb

♥

(3p) ∃y∃z (yQz ∧ ¬aQy) 15.
√

c

(15) ∃z (cQz ∧ ¬aQc) 16.
√

d

(16) cQd ∧ ¬aQc 17.∧

(17g) cQd

(17d) ¬aQc

(18) ∀y ¬cQy 19.?d

(19) ¬cQd

×17g,19

Drzewo zawiera gaª¡¹ otwart¡, zako«czon¡ li±ciem ♥, a wi¦c reguªa jest
zawodna, wniosek nie wynika logicznie z przesªanek. Informacja zawarta na
tej gaª¦zi otwartej pozwala na skonstruowanie takiej interpretacji, w której
przesªanki s¡ prawdziwe, a wniosek faªszywy. Konstrukcja ta polega na po-
daniu uniwersum oraz denotacji w nim predykatów P oraz Q. Potrzebne uni-
wersum jest dwuelementowe (zªo»one z denotacji staªych indywiduowych a oraz
b), relacje b¦d¡ce denotacjami predykatów podane s¡ w poni»szych tabelkach;
znak + na przeci¦ciu danego wiersza i danej kolumny oznacza, »e relacja za-
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chodzi mi¦dzy elementem z tego wiersza a elementem z tej kolumny, znak �,
»e nie zachodzi. Je±li informacja, czy relacja zachodzi, czy nie zachodzi mi¦dzy
danymi elementami nie znalazªa si¦ w rozwa»anej gaª¦zi otwartej, to na przeci¦-
ciu stosownego wiersza i kolumny umieszczamy znak ? (oznacza to, »e mo»e w
takim miejscu wyst¡pi¢ zarówno +, jak i �). Zatem dokªadniej rzecz ujmuj¡c,
informacja zawarta w gaª¦zi zako«czonej li±ciem ♥ wyznacza dwie interpretacje:
w jednej z nich prawdziwe jest bPa, a w drugiej prawdziwe jest ¬bPa (i w obu
tych interpretacjach warto±¢ logiczna wszystkich pozostaªych zda« atomowych
jest ustalona zgodnie z poni»szymi tabelkami).21

P a b
a + �
b ? +

Q a b
a � �
b � �

Zauwa»my jeszcze, »e prac¦ na prawej gaª¦zi (formuªa o numerze (3p) i for-
muªy pod ni¡) udaªo si¦ zako«czy¢ do±¢ sprawnie, zamykaj¡c t¦ gaª¡¹. W MDS
mamy do dyspozycji ró»ne, nie tylko czysto heurystyczne, techniki pozwalaj¡ce
na takie usprawnienia.

Oto przykªad (zawodnego!) wnioskowania zbudowanego wedle powy»szej
reguªy przy nast¦puj¡cej interpretacji predykatów P oraz Q i staªej indywidu-
owej a:

• xPy interpretujemy jako � x z trosk¡ przejmuje si¦ losem y;

• xQy interpretujemy jako � x ufa y;

• staªa indywiduowa a denotuje Józefa Stalina.22

Je±li Józef Stalin z trosk¡ przejmuje si¦ losem wszystkich, to pewnemu
obywatelowi, który komu± ufa, towarzysz Stalin nie ufa, oj nie ufa.
Tak naprawd¦, to nikt nikomu nie ufa. Zatem nie ka»dy przej-
muje si¦ z trosk¡ wªasnym losem lub co najmniej jeden obywatel
ufa samemu sobie.

�Przekªad� jest, jak wida¢, zgrzebny stylistycznie. Sªowo obywatel inter-
pretujmy »yczliwie jako odpowiadaj¡ce predykatowi uniwersalnemu. Prosimy
jeszcze zauwa»y¢, »e na mocy znanego prawa KRZ wniosek powy»szy jest rów-
nowa»ny stwierdzeniu: Je±li ka»dy z trosk¡ przejmuje si¦ swoim losem, to kto±
ufa sobie samemu.

21W niektórych wersjach MDS otrzymaliby±my w analizie tego przykªadu dwie gaª¦zie ot-
warte, odpowiadaj¡ce wªa±nie tym interpretacjom.

22Mamy szcz¦±cie »y¢ w ±wiecie, w którym denotacja tej staªej jest ju» truchªem. Nie ka»dy
zd¡»yª to o sobie powiedzie¢.
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Interpretacje wyznaczone przez gaª¡¹ otwart¡ powy»szego drzewa (wskazu-
j¡ce, i» rozwa»ana reguªa wnioskowania jest zawodna) maj¡ uniwersum zªo»one
z Józefa Stalina oraz pewnego innego obywatela, którego denotuje staªa indy-
widuowa b i w których:

• po pierwsze, nikt nikomu nie ufa;

• po drugie, ka»dy z trosk¡ przejmuje si¦ swoim wªasnym losem;

• po trzecie, towarzysz Stalin bynajmniej nie wykazuje troski o los obywatela
oznaczanego przez b;

• po czwarte, jest dokªadnie oboj¦tne, czy ów skromny obywatel ukrywaj¡cy
si¦ pod nazw¡ b troszczy si¦ o los Wielkiego J¦zykoznawcy, czy te» nie.

Towarzysz Lenin pono¢ mawiaª dobrotliwie mniej wi¦cej tak: Ufa¢ dobrze,
kontrolowa¢ lepiej. Nie wiemy, czy my±l t¦ ko«czyª jakim± superlatywem.

4.3. Lustereczko, powiedz. . .

Poka»emy, »e nast¦puj¡ca formuªa nie jest tautologi¡ rachunku predykatów
z identyczno±ci¡:

Pa ↔ ∀x (Px ↔ x = a).

Budujemy drzewo semantyczne dla negacji tej formuªy:

¬(Pa ↔ ∀x (Px ↔ x = a)) 1.¬↔

©©©©©©©©©©
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(1lg) Pa

(1ld) ¬∀x (Px ↔ x = a) 2.
√

b

(2) ¬(Pb ↔ b = a) 3.¬↔

©©©©©©

HHHHHH

(3lg) Pb

(3ld) ¬b = a

◦

(3pg) ¬Pb 4.3pd,a//b

(3pd) b = a

(4) ¬Pa

×1lg,4

(1pg) ¬Pa

(1pd) ∀x (Pa ↔ x = a) 5.?a

(5) Pa ↔ a = a 6.↔

©©©©©

HHHHH

(6lg) Pa

(6ld) a = a

×1pg,6lg

(6pg) ¬Pa

(6pd) ¬a = a

×6pd
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Drzewo ma jedn¡ gaª¡¹ otwart¡ (i do »adnej z formuª na tej gaª¦zi nie mo»na
ju» zastosowa¢ »adnej z reguª), a zatem formuªa umieszczona w jego korzeniu
jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. St¡d, rozwa»ana na pocz¡tku
tego przykªadu formuªa jest w tej»e interpretacji faªszywa, a wi¦c jako faªszywa
w co najmniej jednej interpretacji nie jest tautologi¡ rachunku predykatów z
identyczno±ci¡.

Z budowy tego drzewa wida¢, »e implikacja:

∀x (Px ↔ x = a) → Pa

jest tautologi¡, natomiast implikacja:

Pa → ∀x (Px ↔ x = a)

tautologi¡ nie jest.
Nast¦puj¡ca, ad hoc wymy±lona interpretacja predykatu P oraz staªej indy-

widuowej a:

• Px interpretujemy jako x jest warta grzechu;

• staªa indywiduowa a denotuje. . . no tak, jest tu pewien problem natury
estetycznej; ale niech b¦dzie � z gustami si¦ nie dyskutuje � niech a
denotuje Miss Podkarpacia 2000

pozwala odczyta¢ implikacj¦:

Pa → ∀x (Px ↔ x = a)

np. tak:

Je±li Miss Podkarpacia 2000 jest warta grzechu, to dokªadnie tylko
ona jest warta grzechu.

Sªu»ymy licznymi przykªadami ukazuj¡cymi, i» nast¦pnik tej implikacji jest
faªszywy, cho¢ jej poprzednik pozostaje (!) prawdziwy.23 Wierzymy zreszt¡, »e
ka»da z uroczych Czytelniczek tego tekstu, od Tatr do Baªtyku i od Freund-
schaftsgrenze na Odrze do granic wschodnich chwilowo zjednoczonej Europy,
sama gotowa jest, za pomoc¡ zwykªego lustereczka, przekona¢ si¦ o powy»szym.

23Powtórzmy, modulo gusta. By¢ mo»e, za, powiedzmy, 15, 115 lub 1115 lat »yczliwy
Czytelnik uaktualni wybór denotacji dla tej staªej. Moich (JP) prochów to ju» nie ucieszy, ale
nic-to. Ciekawym problemem pozalogicznym jest, czy kogokolwiek b¦dzie si¦ wtedy jeszcze
uczy¢ logiki. Czyje b¦dzie Podkarpacie nie jest � dla mnie (JP) � tak ciekawe. Daj¦ wiar¦
Ksi¦dzu Profesorowi Józefowi Tischnerowi, który w jednym ze swych felietonów pisze: A
Bartek Koszarek z Bukowiny, co na G¦siej Syi byª i sytkiego wysªuchoª, jakimsi takim wirem
porwany, wstoª na nogi, przeci¡gnón sie, coby ko±ciska wypro±ci¢, i zawnioskowoª: ��wiat
jest boski, a dziewc¦ta nase.� I poseª doªu na Maªe Ciche.
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4.4. Drzewa niesko«czone

Klasyczny rachunek predykatów jest, jak prawie wszystkim wiadomo, nie-
rozstrzygalny. Jest jednak póªrozstrzygalny, co ustali¢ mo»na m.in. za pomoc¡
MDS (oraz pami¦taj¡c o poprawno±ci tej metody). Je±li jaka± formuªa j¦zyka
KRP jest tautologi¡ KRP, to drzewo semantyczne jej negacji jest zamkni¦te.
Je±li za± formuªa A tautologi¡ KRP nie jest, to budowa drzewa semantycznego
jej negacji mo»e by¢ w sko«czonej liczbie kroków niewykonalna.

4.4.1. Czy wykraczanie poza FOL zmusza do logicznego agnosty-
cyzmu?

Dzie« bez odrobiny mistycyzmu to dla Humanistki dzie« szary, nijaki, nie
warty prze»ycia, co± w rodzaju 32 grudnia. Zobligowani czujemy si¦ wi¦c �
aby dydaktyka logiki odbierana byªa przez Humanistki jako nie-bez-duszna �
do ubogacania jej, na dost¦pne nam sposoby. Prosimy np. przenie±¢ si¦ w
(przepastnej u Humanistek) wyobra¹ni z pomieszcze« wykªadowych w dawnej
fabryce czoªgów HCP Cegielski24 do ℵ0-gwiazdkowego Hotelu Hilberta i epatu-
jemy dziewcz¦ta prób¡ semantycznej analizy powiedzmy nast¦puj¡cego zdania:

O ile za ka»d¡ liczb¡ naturaln¡ nast¦puje niemniejsza od niej liczba
naturalna, to Jedyna Tajna Liczba Naturalna Koduj¡ca Niepoznawal-
ne Imi¦ Dobrego Pana Naszego JHWH jest niemniejsza od wszyst-
kich liczb naturalnych.

Powinni±my pomin¡¢ w tym miejscu szereg szczerych, spontanicznych wy-
powiedzi Humanistek w reakcji na wysªuchanie tego zdania (np.: wyra»anie
sympatii dla liczb 36 oraz 69, a chªodu emocjonalnego dla liczb 96 oraz 666).
Rozwa»my natomiast formuª¦ j¦zyka KRP odpowiadaj¡c¡ mu skªadniowo:

(∗) ∀x∃y yRx → ∀x aRx

(predykat R nazywa tu relacj¦ niemniejszo±ci, a staªa indywiduowa a jest skrom-
nym symbolem dla Jedynej25 Tajnej Liczby Naturalnej Koduj¡cej Niepoznawalne
Imi¦ Dobrego Pana Naszego JHWH; to, czy kodowanie podlega reguªom znanym
Cadykowi z Le»ajska, Jego �wi¡tobliwo±ci Dalajlamie, sªynnemu ze swojej do-
ciekliwo±ci Ignacemu Loyoli, czy jakiemukolwiek gªodnemu sªawy Praªatowi, nie
ma tu oczywi±cie znaczenia).

Profesor Witold Marciszewski wykorzystaª formuª¦ o takiej budowie skªad-
niowej jak formuªa powy»sza w artykule On going beyond the �rst-order logic
in testing the validity of its formulas. A case study. (Marciszewski 2002) dla

24UAM dzier»awi tam pomieszczenia, miejmy nadziej¦, »e bez strat dla pot¦gi militarnej
Rzeczpospolitej Polskiej. Zreszt¡, oszukali±my: HCP produkowaªa silniczki do ªódeczek.

25Przykªad ten mo»na na ró»ne sposoby komplikowa¢, m.in. wykorzystuj¡c MDS wzboga-
con¡ o reguªy dla operatora deskrypcyjnego podane np. w artykule Lis 1960.
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poczynienia interesuj¡cych re�eksji o naturze intuicji matematycznej. Przy-
toczmy najpierw, za Autorem, drzewo semantyczne dla negacji tej formuªy:

¬(∀x∃y yRx → ∀x aRx) 1.¬→

(1g) ∀x∃y yRx 3.?a 4.?b 7.?c 8.?d . . .

(1d) ¬∀x aRx 2.
√

b

(2) ¬aRb

(3) ∃y yRa 5.
√

c

(4) ∃y yRb 5.
√

d

(5) cRa

(6) dRb

(7) ∃y yRc 9.
√

e

(8) ∃y yRd 10.
√

f

...

Budowy tego drzewa zako«czy¢ nie mo»na, co powinno by¢ wyra¹nie widocz-
ne po prze±ledzeniu kilku pierwszych kroków w powy»szej konstrukcji. Rozwa»a-
na na pocz¡tku tego przykªadu formuªa nie jest tautologi¡ KRP. Algorytm MDS
nie daje odpowiedzi w sko«czonej liczbie kroków. Mo»emy poda¢ interpretacje,
w których formuªa (∗) jest prawdziwa (drzewo semantyczne dla (∗) jest sko«-
czone i ma dwie gaª¦zie otwarte, jak ªatwo sprawdzi¢) � interpretacj¡ tak¡ jest
np. uniwersum jednoelementowe zªo»one z denotacji staªej indywiduowej a, gdy
relacja denotowana przez R zachodzi mi¦dzy tym jedynym elementem a nim
samym. Mo»emy te» jednak, zauwa»aj¡c regularno±¢ w konstruowaniu coraz
to wi¦kszych fragmentów drzewa semantycznego dla negacji formuªy (∗), poda¢
interpretacj¦ niesko«czon¡, w której negacja (∗) jest prawdziwa. Nie upowa»nia
nas do tego sam algorytm � kierujemy si¦ zatem intuicjami (wychodz¡cymi
poza logik¦ pierwszego rz¦du).

Witold Marciszewski sytuacj¦ t¦ komentuje nast¦puj¡co:

This situation will be interpreted in di�erent ways by a compution-
alist and by someone believing that in some cases human intuition
alone is able to solve a problem unsolvable for algorithms. Let the
latter be called intuitionist (in a special, ad hoc coined, meaning).
The intuitionist's comment runs as follows. The process will never
stop, hence the problem is unsolvable for the algorithm, while in-

23



tuitively we can be certain of two things. First, that the formula
is not valid, since there is a lot of counterexamples supplied by our
knowledge, both mathematical and empirical. Second, that the pro-
cess never stops. The latter judgment derives from the observation
that the loops must in�nitely be generated by the structure of the
formulas in question. When a new individual is being introduced
by the lastly occurring existential quanti�er, the universal formula
has to be once more tested against the existence of that individual,
and according to the same formula, its existence generates the next
individual, and so on in in�nity. The clause `and so on, in in�nity'
is what no algorithm can arrive at, while with humans it expresses a
simple observation of regular recurrence for which there is no reason
to halt.
The computionalist, on the other hand, would argue as follows. The
observation concerning the in�nite series of recurring loops may be
wrong. We cannot be sure of it, because only an algorithm can
grant us certainty. Should it be true, it would result from a hidden
algorithm of which the person reasoning is not aware of. Such an
algorithm is, presumably, encoded in a language of neural system.

Marciszewski 2002, 2�3

Marciszewski podaje tak»e przykªad interpretacji sko«czonej (czteroelemen-
towego zbioru uporz¡dkowanego liniowo przez jak¡± relacj¦ R), w której faªszywa
jest formuªa

(∗∗) ∀x∃y xNy → ∃y∀x xNy

gdzie N jest predykatem denotuj¡cym relacj¦ zachodz¡c¡ mi¦dzy x oraz y wtedy
i tylko wtedy, gdy jeden z tych elementów jest bezpo±rednim R-poprzednikiem
lub bezpo±rednim R-nast¦pnikiem drugiego. Je±li xNy, to mówmy, »e x oraz y
s¡ s¡siadami. Autor zauwa»a, »e np. zbiór liczb naturalnych {1, 2, 3, 4} wraz ze
zwykªym porz¡dkiem (i w wy»ej podany sposób okre±lon¡ relacj¡ s¡siedztwa)
jest wªa±nie kontrmodelem dla (∗∗). Dodajmy, »e równie» np. zbiór postaci
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} z relacj¡ denotuj¡c¡ predykat N okre±lony nast¦pu-
j¡co:

(x, y)N(u, v) wtedy i tylko wtedy, gdy x = u lub y = v

tak»e jest kontrmodelem dla (∗∗).
Nie jeste±my natomiast pewni, czy dobrze rozumiemy poni»sze uwagi Witolda

Marciszewskiego ko«cz¡ce punkt 3 omawianego tekstu (konkretnie, wyró»nione
przez nas kursyw¡ zdania z poni»szego cytatu):

However, it is not necessary to mention de�nite objects, as num-
bers or other ones. The counterexample can be produced in a more
abstract way � as concerned with any objects linked with one an-
other by relations whose formal properties are de�ned in logical and
set-theoretical terms alone.
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The relation to order the set in question is de�ned as transitive,
asymmetric and connected in that set, while the neighbourhood re-
lation as symmetric and non-transitive in the same set. The other
assumption is to the e�ect that the domain consists of exactly four
individuals. Its wording requires no more than the language of FOL
with identity. When de�ning the formal properties of relations, one
has to use the concept of set and membership, hence a set-theoretical
language. Since set theory can be replaced by higher-order logics, the
counterexample in question may be regarded as stated in sole logical
terms (without any extralogical concepts) but going beyond the limits
of �rst-order logic.
Once having such a counterexample, we draw the metalogical con-
clusion that there is a domain in which the denial of CC [tj. formuªy
(∗∗) w przyj¦tych tu oznaczeniach � IBK, JP] holds, hence CC is
no universally valid formula. And so the case is solved, owing to
that small step towards a stronger system.

Marciszewski 2002, 3�4

Zauwa»my dwie rzeczy:
1) Niech R b¦dzie relacj¡ spójn¡, asymetryczn¡ i przechodni¡, N niech

b¦dzie sum¡ R − R2 i konwersu R − R2 (a wi¦c relacj¡ s¡siedztwa w takim
rozumieniu, jak podaje wy»ej Marciszewski), uniwersum niech zawiera dokªad-
nie cztery elementy i niech zachodzi poprzednik formuªy (∗∗) oraz zaprzeczenie
jej nast¦pnika. Wtedy gaª¦zie otwarte drzewa semantycznego, w którego pniu
umie±cimy te wszystkie warunki s¡ wszystkie niesko«czone. Oto bowiem te
warunki:26

∀x∀y (xRy → ¬yRx)
∀x∀y∀z (xRy ∧ yRz → xRz)
∀x∀y (¬x = y → (xRy ∨ yRx))
∃x1∃x2∃x3∃x4 ((¬x1 = x2 ∧ . . . ∧ ¬x3 = x4) ∧ ∀y (y = x1 ∨ . . . ∨ y = x4))
∀x∀y [xNy ↔ ((xRy ∧ ¬∃z (xRz ∧ zRy)) ∨ (yRx ∧ ¬∃z (yRz ∧ zRx)))]
∀x∃y xNy
¬∃y∀x xNy

Poniewa» dwa ostatnie z nich b¦d¡, po ka»dym zastosowaniu reguªy R(∀)
lub R(¬∃) wprowadzaªy formuªy: egzystencjalnie skwanty�kowan¡ oraz negacj¦
generalnie skwanty�kowanej, wi¦c w ka»dej gaª¦zi otwartej budowanego drzewa
rozwa»a¢ nale»aªoby coraz to nowe staªe indywiduowe, a w konsekwencji, »adna
z takich gaª¦zi nie b¦dzie sko«czona. Z konstrukcji samego drzewa nie jest wi¦c
widoczny sposób znalezienia sko«czonej interpretacji falsy�kuj¡cej (∗∗) (przy
dodatkowych zaªo»eniach poczynionych o R i N). Wszystkie warunki wyra»one

26R oraz N s¡ w nich predykatami denotuj¡cymi rozwa»ane relacje; u»ywanie w tym przy-
padku takich samych symboli dla predykatu i jego denotacji jest powszechnie przyj¦t¡ prak-
tyk¡.
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zostaªy w j¦zyku rachunku predykatów pierwszego rz¦du � nie ma konieczno±ci,
gdy mówimy o wªasno±ciach relacji, odwoªywania si¦ do terminów teoriomno-
go±ciowych.

2) Je±li udaªo nam si¦ zrozumie¢ cytowany fragment artykuªu Witolda Mar-
ciszewskiego, to przypuszczamy, »e Autorowi chodziªo w powy»szym cytacie o
wyra»enie przede wszystkim czego± innego, jak zreszt¡ mo»na s¡dzi¢ z uwag
w cz¦±ci 4 omawianego artykuªu. Otó» kontrmodele dla (∗∗) (a tak»e kontr-
modele dla (∗)) wyszukujemy podró»uj¡c w klasie wszystkich mo»liwych inter-
pretacji (okre±lonej sygnatury). Jeste±my wi¦c na terenie metaj¦zyka, w nim
bowiem mówimy o tych interpretacjach. W metaj¦zyku u»ywamy, zgoda, poj¦¢
teoriomnogo±ciowych.27 W tym sensie wspomaganie MDS obserwacjami meta-
logicznymi jest wychodzeniem poza FOL. Mo»emy mie¢ szcz¦±cie i odnale¹¢
stosowne interpretacje sko«czone, mo»emy te» dopomóc szcz¦±ciu wyobra¹ni¡
i ekstrapolowa¢ dostrze»one na pocz¡tkowym fragmencie gaª¦zi niesko«czonej
regularno±ci dla wskazania interpretacji niesko«czonej o »¡danych wªasno±ciach.

Witold Marciszewski powoªuje si¦ w cz¦±ci 4 swojego artykuªu na wypowiedzi
Gödla (Gödel 1936), Turinga i komentarze Hodgesa dotycz¡ce mo»liwo±ci roz-
strzygania zda« nierozstrzygalnych w danym systemie logicznym w systemie
ode« silniejszym (ci¡gi coraz mocniejszych systemów dedukcyjnych, ci¡gi coraz
mocniejszych maszyn Turinga, itp.). Problematyka ta badana jest intensywnie
od kilkudziesi¦ciu lat, wi¡»e si¦ z subtelnymi rozwa»aniami w teorii dowodu,
uogólnieniami klasycznej teorii rekursji, itd. Nie nam maluczkim gªos w tych
sprawach zabiera¢, bo oprócz wspomnie« z wykªadów, nie mamy do powiedzenia
nic nowego. Mo»e zwró¢my jedynie uwag¦ na � ciekawy jak si¦ zdaje � fakt
z historii logiki. Otó» w latach trzydziestych XX wieku projekty logiki in�ni-
tarnej przedstawiaª Ernst Zermelo (zob. np. Zermelo 1932, 1935; por. te» np.
Moore 1995, Taylor 2002). Systemy te wzorowane byªy na wizji ±wiata teorii
mnogo±ci przedstawionej w artykule Zermelo 1930. Pomysªy Zermela nie miaªy
wówczas szans na precyzacj¦ i rozwój, z ró»nych, nie tylko stricte matematy-
cznych powodów. Zainteresowanie i systematyczne badania logik in�nitarnych
o»ywione zostaªy dopiero po dwóch dekadach, m.in. za spraw¡ prac Tarskiego,
Mostowskiego, Henkina, Scotta, Karp, Nowikowa, Robinsona, i in. Nie nawi¡-
zywaªy one jednak do pomysªów Zermela i miaªy nieco inne motywacje (m.in.
algebraiczne). Chyba dopiero rozwijana z inspiracji Barwise'a teoria zbiorów do-
puszczalnych (i rekursji na takich zbiorach) jest precyzyjnym matematycznym
odpowiednikiem póª-formalnych propozycji Zermela (zob. np. Barwise 1975).
Wspominamy tu o tym m.in. dlatego, »e Zermelo tak»e rozwa»aª hierarchie
coraz to silniejszych systemów dowodowych, wierzyª jednak w rozstrzygalno±¢
(w okre±lonym sensie) wszelkich zda« matematycznych; nie trzeba dodawa¢, »e
owo Zermelowskie rozumienie rozstrzygalno±ci nie pokrywaªo si¦ z rozumieniem
zwyci¦sko propagowanym ówcze±nie przez Gödla i innych.

W podr¦cznikach logiki jako przykªad falsy�kuj¡cy formuª¦ o budowie skªad-
27Osobn¡ jest spraw¡, jakie przyjmuje si¦ ograniczenia metalogiczne: dlaczego np. u»ywanie

±rodków tak silnych, jak, powiedzmy, lemat Königa lub aksjomat wyboru w, dajmy na to,
dowodzie twierdzenia o peªno±ci, nie sprawia, »e tracimy ufno±¢ w efektywn¡ prawomocno±¢
samego dowodu.
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niowej takiej, jak formuªa (∗∗) podaje si¦ cz¦sto interpretacj¦ zªo»on¡ ze zbioru
liczb naturalnych wraz z relacj¡ niewi¦kszo±ci. Zadufan¡ pych¦ i ªakomstwo
intelektualne tych niewdzi¦czników, którym boski rzekomo podarunek liczb na-
turalnych wydaje si¦ zbyt ubogi, zadowol¡ mo»e inne interpretacje falsy�kuj¡ce
formuª¦ o budowie takiej jak formuªa (∗∗). Dla przykªadu, zbiory:

{ℵn : n ∈ ω}

{in : n ∈ ω}
ze stosownie okre±lonymi porz¡dkami, s¡ tego typu interpretacjami.

4.4.2. Uniwersalny lubie»nik

Mo»na z ªatwo±ci¡ wskazywa¢ sko«czone interpretacje falsy�kuj¡ce formuªy
o budowie takiej, jak formuªa (∗∗), co pokazujemy poni»ej.

Uznajmy, »e �przekªadem� zdania Je±li ka»dy kogo± kocha, to kto± jest kochany
przez wszystkich na j¦zyk KRP jest nast¦puj¡ca formuªa:

(∗ ∗ ∗) ∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy

Czy jest ona prawdziwa w jakiej± interpretacji? Budujemy drzewo semanty-
czne dla tej formuªy:

∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy 1.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(1l) ¬∀x∃y xKy 2.
√

a

(2) ¬∃y aKy 3.?a

(3) ¬aKa

◦

(1p) ∃y∀x xKy 4
√

a

(4) ∀x xKa 5.?a

(5) aKa

◦

Do »adnej z formuª, na »adnej z gaª¦zi tego drzewa, nie mo»na ju» zas-
tosowa¢ »adnej z reguª. Obie gaª¦zie drzewa s¡ otwarte. Formuªa ta jest zatem
prawdziwa np. w ±wiecie, w którym za»ywa istnienia narcystyczny samolub, a
tak»e w ±wiecie, w którym toczy swój »ywot brzydz¡cy si¦ sob¡ niesamolub.

Wiemy, »e (∗ ∗ ∗) nie jest tautologi¡ KRP: jej budowa skªadniowa jest taka
sama, jak (∗∗), a widzieli±my, i» (∗∗) tautologi¡ KRP nie jest (to, »e predykat
N de�niowany byª w pewien sposób w 4.4.1. nie jest przy tym istotne).

Spójrzmy jednak na drzewo semantyczne negacji formuªy (∗∗∗). B¦dzie ono,
podobnie jak drzewo semantyczne negacji formuªy (∗) niesko«czone. Czytelnik
zauwa»yª rzecz jasna ró»nice skªadniowe mi¦dzy (∗) oraz (∗ ∗ ∗). Ze wzgl¦du
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na nie, interpretacje niesko«czone, które odgadujemy ze stosownych gaª¦zi ot-
wartych w drzewach negacji (∗) oraz negacji (∗∗∗) b¦d¡ strukturalnie ró»ne.28

¬(∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy) 1.¬→

(1g) ∀x∃y xKy 2.
√

a 5.?b 8.?c

(1d) ¬∃y∀x xKy 3.?a 6.?b 9.?c

(2) ∃y aKy 4.
√

b

(3) ¬∀x xKa

(4) aKb

(5) ∃y bKy 7.
√

c

(6) ¬∀x xKb

(7) bKc

(8) ∃y cKy 10.
√

d

(9) ¬∀x xKc

(10) cKd

...

Drzewo jest niesko«czone, tzn. nie mo»na zako«czy¢ budowy tego drzewa
w sko«czonej liczbie kroków. Na pocz¡tku wprowadzili±my now¡ staª¡ indy-
widuow¡ a rozwijaj¡c zdanie generalnie skwanty�kowane o numerze (1g) (na
pocz¡tku niniejszego artykuªu tªumaczyli±my, kiedy wykonujemy taki krok).
Przez stosowanie reguªy R(¬∀) do formuªy o numerze (1d), dla ka»dej nowo-
wprowadzonej staªej, uzyskujemy coraz to nowe zdania egzystencjalnie skwan-
ty�kowane: (2), (5), (8). Nadto, tak»e formuªy o numerach (3), (6) oraz (9)
stanowi¡ podstaw¦ do wprowadzania nowych staªych indywiduowych.

Sko«czone interpretacje, w których poprzednik rozwa»anej implikacji (∗ ∗ ∗)
jest prawdziwy, a jej nast¦pnik faªszywy poda¢ nietrudno. Wyobra¹my sobie
np., »e Ludzko±¢ skªada si¦ tylko z dwojga osobników, powiedzmy Adama i
Chawy, Adam kocha Chaw¦, siebie samego nie kocha (bo np. ma wstr¦t do
autoerotyzmu), a Chawa kocha tylko siebie, taka ju» jest. W takim ±wiecie nie
ma Istoty, która kocha wszystkich: Adama nie kocha nikt. Pozostawmy ten
±wiat swemu losowi.

28Zach¦camy Czytelnika do zabawy w znalezienie odno±nych interpretacji.
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Tak»e np. w ±wiecie, w którym »yj¡ jedynie Adam i Chawa, kochaj¡cy
si¦ nawzajem (i nikogo poza tym, a wi¦c bez »adnego narcyzmu) poprzednik
powy»szej implikacji jest prawdziwy, a nast¦pnik faªszywy. Na marginesie za-
uwa»my, »e w ±wiecie takim nie ma miejsca dla pon¦tnej Lilith. . .

4.4.3. Drzewa i je»e

W artykule Lis 1960 analizuje si¦ proces konstrukcji drzewa semantycznego
dla formuªy podanej przez Schütte'go:29

(F) (x)[∼ R(x, x)&(Ey){R(x, y)&(z)[R(z, x) ⊃ R(z, y)]}]
Lis odwoªuje si¦ do pracy Beth 1955, w której formuªa ta zostaªa wymieniona.

Nie jest ona tautologi¡ KRP � drzewo semantyczne jej negacji jest sko«czone
i zawiera gaª¦zie otwarte.

W artykule Lis 1960 pokazuje si¦, »e formuªa (F) nie jest kontrtautologi¡.
Jej drzewo semantyczne jest niesko«czone:30

Stosuj¡c dla tej formuªy reguª¦ (iv), wprowadzamy element �nk+1�

+.R(nk, nk+1)&(z)[R(z, nk) ⊃ R(z, y)]

i tak dalej w niesko«czono±¢.
Wida¢ st¡d jasno31, »e uniwersum modelu dla formuªy Schüttego
jest mocy ℵ0. Natomiast relacja R zachowuje si¦ w sposób nast¦pu-
j¡cy:

dla ka»dego k (k = 1, 2, . . . , n, . . .): ∼ R(nk, nk).
dla ka»dych k, l takich, »e k > l (k, l = 1, 2, . . . , n, . . .): ∼ R(nk, nl).
dla ka»dych k, l takich, »e k < l (k, l = 1, 2, . . . , n, . . .): R(nk, nl).

Na podstawie tych rozwa»a« mo»na ju» zbudowa¢ model, w którym
speªniona b¦dzie, wbrew przypuszczeniu, formuªa Schüttego: zbiór
{n1, n2, . . . , n, . . .} b¦dzie zbiorem liczb naturalnych
N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .}, za± relacja R relacj¡ mniejszo±ci.

Lis 1960, 46.

W dalszej cz¦±ci swego artykuªu Lis pisze, »e budowanie kontrmodeli nie-
sko«czonych jest uzasadnione lematem Königa. W tym wi¦c sensie równie»
Lis wychodzi poza FOL w zastosowaniach MDS. Jest to jednak odwoªanie
si¦ do rozwa»a« metalogicznych, a nie do np. logik z in�nitarnymi reguªami
wnioskowania.

29Nie obja±niamy u»ywanej notacji, s¡dz¡c, »e domy±lny Czytelnik da sobie z ni¡ rad¦.
30Wyrysowanie pocz¡tkowego fragmentu (powiedzmy, pierwszych trzech kilometrów, drob-

nym pismem) tego drzewa polecamy osobom odsiaduj¡cym wyroki np. za lekcewa»enie praw
logiki � niech odªo»¡ gazety lub czasopisma i rysuj¡. . .

31Wyró»nienie nasze � IBK, JP.
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∗ ∗ ∗
W drzewach semantycznych budowanych w pewien okre±lony sposób (w tzw.

systematycznych tabelach semantycznych) formuªy znajduj¡ce si¦ na danej gaª¦zi
otwartej tworz¡ zbiór Hintikki. Na mocy lematu Hintikki, ka»dy taki zbiór
jest speªnialny (ma model). Nie oznacza to jednak, »e algorytm systematy-
cznego tworzenia tabel semantycznych (zob. np. Ben-Ari 2005, 130�131) jest
jednocze±nie generatorem interpretacji speªniaj¡cych dan¡ formuª¦:

Nale»y zaznaczy¢, »e przedstawiony algorytm nie jest algorytmem
znajduj¡cym interpretacj¦ speªniaj¡c¡ podan¡ formuª¦, gdy» pewna
gaª¡¹ mo»e by¢ rozbudowywana w niesko«czono±¢. Metoda tabel se-
mantycznych dla rachunku predykatów umo»liwia jedynie dowodze-
nie prawdziwo±ci formuª przez wykazanie domkni¦to±ci tabeli dla
negacji badanej formuªy. Poniewa» w tabeli domkni¦tej wszystkie
gaª¦zie s¡ domkni¦te, wi¦c kolejno±¢ stosowania reguª nie ma zna-
czenia. Systematyczne tworzenie tabeli jest niezb¦dne do uzyskania
peªno±ci.

Ben-Ari 2005, 131
Smullyan zwraca uwag¦ na pewn¡ szczególn¡ klas¦ formuª, wysoce �odpornych�

na zastosowania MDS:
We thus see how tableaux not only can be used to show certain
formulas to be unsatis�able (or equivalently to show certain formulas
to be valid), but also can sometimes be used to show certain formulas
to be satis�able (when these formulas happen to be satis�able in a
�nite domain). The real �mystery class� consists of those formulas
which are neither unsatis�able nor satis�able in any �nite domain.
If we construct a tableau � even a systematic one � for any such
formula, the tableau will run on in�nitely, and at no �nite stage
will we ever know that the formula is or is not satis�able. There
are formulas which are satis�able but not in any �nite domain (cf.
exercise below). However, the demonstration of their satis�ability
cannot be accomplished within the framework of analytic tableaux.

Smullyan 1968, 63
Przykªady formuª, o których wspomina Smullyan w przedostatnim z cy-

towanych zda« nietrudno poda¢: taka jest np. formuªa (F), a tak»e formuªa
j¦zyka KRP z identyczno±ci¡ i symbolem funkcyjnym, powiedzmy f , wyra»aj¡ca
fakt, »e f denotuje injekcj¦, która nie jest surjekcj¡.

Drzewo semantyczne formuªy (F) ma gaª¦zie niesko«czone, ale drzewo ne-
gacji (F) jest sko«czone. Czy istnieje formuªa taka, »e zarówno jej drzewo
semantyczne, jak i drzewo jej negacji maj¡ gaª¦zie niesko«czone? Oczywi±cie
tak; aby poda¢ przykªad wystarczy np. podsªucha¢ nast¦puj¡c¡ rozmow¦ w
jakim± polskim barze:32

32Rozmowa stylizowana. Wulgaryzmy zast¡piono wykropkowaniem w nawiasach kwadra-
towych.
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Zenek: Sam [. . . ] widzisz, Wacek, jak to u nas [. . . ] jest: nie
do±¢, »e mamy [. . . ] bezrobocie, to [. . . ] ka»dy jest u kogo± [. . . ]
zadªu»ony.

Wacek: Szkoda [. . . ] gada¢, Zenek, zªodziej [. . . ] na zªodzieju
i zªodziejem [. . . ] pogania! Ale je±li ka»dy jest przez kogo± [. . . ]
okradany, to ten [. . . ] [. . . ] [. . . ] Balcerowicz wszystkich nas [. . . ]
okrada. Mnie, ciebie, nasz¡ urocz¡ Pann¦ Jadzi¦, wszystkich, [. . . ].
To co, jeszcze po jednym? Panno Jadziu, Królewno nasza! Jeszcze
dwa prosimy!

Struktura skªadniowa wypowiedzi Zenka odpowiada formule ψ:

∃x Bx ∧ ∀x∃y xZy.

Formuªa φ, odpowiadaj¡ca strukturze skªadniowej wypowiedzi Wacka, jest
zbudowana tak samo, jak rozwa»ana wcze±niej formuªa (∗):

∀x∃y yOx → ∀x aOx.

Wyst¦puj¡ce tu predykaty czytamy:

Bx � x jest bezrobotny;

xZy � x jest zadªu»ony u y;

xOy � x okrada y.

Staªa indywiduowa a denotuje Profesora Leszka Balcerowicza. Urocza Panna
Jadwiga pozostaje poza analiz¡ logiczn¡.

Formuªy ¬ψ oraz φ maj¡ drzewa sko«czone, natomiast formuªy ψ oraz ¬φ
maj¡ drzewa niesko«czone. W konsekwencji, zarówno alternatywa ψ∨φ jak i jej
negacja, tj. ¬(ψ∨φ) maj¡ drzewa niesko«czone. Jednak zarówno drzewo tej al-
ternatywy, jak i drzewo jej negacji zawieraj¡ tak»e sko«czenie wiele sko«czonych
gaª¦zi otwartych.

Innym (z niesko«czenie wielu) tego typu przykªadów jest formuªa

∀x (∃y yRx ∨ xRx) → ∀y ∃x yRx.

Jej drzewo semantyczne ma sko«czon¡ gaª¡¹ otwart¡ oraz gaª¡¹ niesko«czon¡.
Natomiast drzewo semantyczne jej negacji ma niesko«czenie wiele sko«czonych
gaª¦zi otwartych (odpowiadaj¡cych modelom sko«czonym o coraz wi¦kszej licz-
bie elementów) oraz gaª¡¹ niesko«czon¡.

W podr¦czniku Hedman 2004 znajdujemy na stronie 94 ¢wiczenie 2.15. (a),
polegaj¡ce na podaniu przykªadu formuªy ϕ takiej, »e zarówno ϕ, jak i ¬ϕ
maj¡ modele sko«czone dowolnie du»ych mocy, a przy tym ϕ jest prawdziwa
w ka»dym gra�e spójnym. Zauwa»my, »e na mocy twierdzenia o zwarto±ci dla
KRP, zarówno ϕ, jak i ¬ϕ musz¡ mie¢ wtedy tak»e modele niesko«czone, a
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zatem drzewa semantyczne ϕ oraz ¬ϕ maj¡ niesko«czenie wiele sko«czonych
gaª¦zi otwartych, a tak»e gaª¦zie niesko«czone.

Z MDS zwi¡zanych jest wiele wyników z klasycznej teorii modeli, a tak»e
np. z intensywnie rozwijanej od pewnego czasu teorii modeli sko«czonych (zob.
np. Ebbinghaus, Flum 1999).

∗ ∗ ∗

Na koniec powy»szych, by¢ mo»e bardzo naiwnych, uwag o niesko«czonych
drzewach semantycznych podajmy jeszcze jeden przykªad:

(FF) ∀x a1Rx ∧ ∀x ∃y (a1Rx → a1Ry).

Pocz¡tkowy fragment drzewa semantycznego tej formuªy wygl¡da nast¦pu-
j¡co:
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∀x a1Rx ∧ ∀x ∃y (a1Rx → a1Ry) 1.∧

(1g) ∀x a1Rx 2.?a1 5.?a2 8.?a3 11.?a4 14.?a5

(1d) ∀x ∃y (a1Rx → a1Ry) 3.?a1 6.?a2 9.?a3 12.?a4 15.?a5

(2) a1Ra1

(3) ∃y (a1Ra1 → a1Ry) 4.
√

a2

(4) a1Ra1 → a1Ra2

(5) a1Ra2

(6) ∃y (a1Ra2 → a1Ry) 7.
√

a3

(7) a1Ra2 → a1Ra3

(8) a1Ra3

(9) ∃y (a1Ra3 → a1Ry) 10.
√

a4

(10) a1Ra3 → a1Ra4

(11) a1Ra4

(12) ∃y (a1Ra4 → a1Ry) 13.
√

a5

(13) a1Ra4 → a1Ra5

(14) a1Ra5

(15) ∃y (a1Ra5 → a1Ry)

...

To drzewo ma niesko«czenie wiele gaª¦zi zamkni¦tych oraz gaª¡¹ niesko«-
czon¡. Na podstawie informacji zawartej w gaª¦zi niesko«czonej tego drzewa
budujemy niesko«czony model dla formuªy (FF) tak oto:

1) uniwersum stanowi niesko«czony zbiór A = {a1, a2, a3, . . .}
2) relacja R∞ denotuj¡ca predykat R okre±lona jest na tym zbiorze warunkiem:

a1R∞ai dla i > 1.

Czytelnik zechce wyobrazi¢ sobie niesko«czonego ℵ0-je»a odpowiadaj¡cego
tej interpretacji. To skromne Zwierz¦ odpowiedzialne jest za tytuª niniejszego
artykuªu. Uwa»amy za interesuj¡ce, z dydaktycznego punktu widzenia, tak»e
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takie zadania wykorzystuj¡ce MDS, w których dla z góry zadanej struktury rela-
cyjnej (np. grafu okre±lonej postaci) znale¹¢ trzeba formuªy, dla których gaª¦zie
otwarte ich drzew semantycznych nios¡ informacj¦ o wybranej strukturze. For-
muªa (FF) zostaªa pocz¦ta w ten wªa±nie sposób przez powy»szego je»a.

∗ ∗ ∗
Gdy wychodzimy poza klasyczny rachunek logiczny (poza FOL), to mo»emy

liczy¢ na przygody zarówno miªe, jak i niemiªe (z pragmatycznego punktu wi-
dzenia). Z jednej strony, mo»emy uzyska¢ wi¦ksz¡ moc wyra»ania (np. charak-
teryzowa¢ poj¦cie niesko«czono±ci formuª¡ j¦zyka przedmiotowego, wyrazi¢ za-
sad¦ domkni¦cia, uzyskiwa¢ kategoryczne opisy badanych struktur matematy-
cznych, itd.). Z drugiej strony, mo»emy utraci¢ pewne wªasno±ci metalogiczne,
do których jeste±my nie tylko przywi¡zani tradycj¡, ale których gotowi jeste±my
dogmatycznie (?) broni¢ jak . . . racjonalizmu � chyba jest tak z np. peªno±-
ci¡ u»ywanego systemu logiki.33 W pewnym sensie, najwi¦kszymi dokonaniami
logicznymi ubiegªego stulecia byªy te rezultaty, które pozwoliªy na u±wiadomie-
nie sobie niemo»liwo±ci osi¡gni¦cia jednocze±nie pewnych, po»¡danych ka»dy
z osobna, ideaªów metodologicznych (np. kategoryczno±ci i peªno±ci). Dopiero
po uzyskaniu tej ±wiadomo±ci metodologicznej dyskusja na temat samej natury
logiki (np. spory wokóª Tezy Pierwszego Rz¦du) nabraªa nowego, peªniejszego
znaczenia (zob. np.: Barwise-Feferman 1985, Shapiro 1996, Tennant 2000).

Pozostawiamy decyzji Czytelnika, kogo z dwóch ni»ej wymienionych byªby
skªonny nazywa¢ agnostykiem logicznym:

• kogo±, kto wyklucza mo»liwo±¢, aby u»ywany przeze« system logiki poz-
bawiony byª peªno±ci, godz¡c si¦ jednocze±nie z tym, »e nie mo»e w tym
systemie w sposób kategoryczny opisa¢ struktur, które bada;

• kogo±, kto woli dysponowa¢ systemem logicznym na tyle bogatym (w
±rodki wyra»ania), aby mo»na w nim byªo w sposób kategoryczny opisywa¢
interpretacje, ale kto wtedy wyra»a zgod¦ na to, »e u»ywana aparatura in-
ferencyjna nie daje gwarancji dotarcia do wszystkich tautologii stosowanej
logiki.

Bodaj wi¦kszo±¢ wspóªczesnych logików uznaje, »e to wªa±nie cecha peªno±ci
jest fundamentalna dla badanych systemów. Kategoryczno±¢ (we wszelakich jej
odmianach) to cecha przynale»na bardziej sferze bada« matematycznych ni»
logicznych.

Zacytujmy jeszcze dwa zdania ko«cz¡ce przywoªywany ju» wy»ej artykuª
Marciszewski 2002; my±l zawarta w drugim z nich ma, z pewno±ci¡ nie tylko w
naszej opinii, niezwykle gª¦boki sens �lozo�czny:

A computing machine can solve very complex problems owing to
some software and data based on strong assumptions due to the

33Nadrz¦dn¡ cech¡ metalogiczn¡ jest niesprzeczno±¢. Mo»na z sukcesem rozwija¢ ró»ne
systemy logik parakonsystentnych, ale parakonsystentna metalogika wydaje si¦ by¢ post-
modernistyczn¡ fantasmagori¡.
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bold Platonian approach. To opt for such an approach, going very
far beyond the mundane realm of �rst-order logic, it is a human
a�air and human responsibility.

Marciszewski 2002, 5

5. Kilka uwag ko«cowych

Na zako«czenie par¦ sªów o tre±ci przygotowywanego podr¦cznika. Jak ju»
wspomniano, nie jest to wykªad logiki, a jedynie prezentacja jednej z metod, a
mianowicie MDS. Pokazujemy, w kilkudziesi¦ciu zanalizowanych przykªadach,
jej dziaªanie w KRZ oraz KRP. Przytaczamy dowód poprawno±ci metody. Po-
dajemy twierdzenia metalogiczne, z którymi jest zwi¡zana MDS. Informujemy
o historii MDS (na szerszym tle historii rozwoju metalogiki) oraz o pewnych jej
zastosowaniach, np. w automatycznym dowodzeniu twierdze« oraz w badaniu
poprawno±ci programów. Zadania zamieszczone w podr¦czniku pogrupowane
s¡ w zestawy jednorodne tematycznie; wi¦kszo±¢ zada« zaopatrzona jest w
rozwi¡zania b¡d¹ wskazówki. Kompozycja tekstu umo»liwia przeprowadzenie
na jego podstawie dwóch typów zaj¦¢: 1) propedeutycznego wykªadu dla Hu-
manistek oraz 2) uzupeªniaj¡cego wykªadu dla studentów matematyki i infor-
matyki.

Poda» podr¦czników logiki znacznie przewy»sza w Rzeczpospolitej Polskiej
popyt na nie, co mo»e dobrze ±wiadczy o talentach dydaktycznych ±rodowiska
akademickiego i jako± tam ±wiadczy o rzeszach obywatelek i obywateli, którzy
raczej sk¡po daj¡ zarobi¢ autorom podr¦czników.

Przyst¦pny, przyjazny dla Czytelnika podr¦cznik, jak wiadomo, musi speª-
nia¢ wiele warunków, np.:

• nie mo»e szkodzi¢ � zawiera¢ informacji faªszywych, baªamutnych pseu-
dowyja±nie«, niewykonalnych polece«, itp.

• nie mo»e odstr¦cza¢ od przedmiotu � a wi¦c (je±li adresowany jest do szer-
szego grona, to) nie powinien by¢ chyba wysoce zaawansowanym, mono-
gra�cznym uj¦ciem dyscypliny; w »adnym wypadku nie mo»e by¢ nudny;

• powinien by¢ w miar¦ nowoczesny, uwzgl¦dnia¢ cho¢ odrobin¦ wi¦cej, ni»
zawiera tradycja Arystotelesa i Stoików;

• powinien nie tylko zach¦ca¢ do dalszych lektur, ale równie» chyba dra»ni¢
intelektualnie � wprowadzanie napi¦cia poznawczego to przecie jeden z
podstawowych celów posªugi dydaktycznej;

• itd., itd.
Mno»y¢ dobre rady jest o wiele ªatwiej ni» dobry (lub chocia» nieszkodliwy)

podr¦cznik napisa¢.
W doborze tre±ci, twierdze«, metod, przykªadów, zada«, itd. przygotowy-

wanego podr¦cznika staramy si¦ m.in. o realizacj¦ nast¦puj¡cych celów:
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• u±wiadomienie ró»nic pomi¦dzy wnioskowaniami ugruntowanymi na wyni-
kaniu logicznym, a ró»nego typu uzasadnieniami akceptowanymi w j¦zyku
naturalnym; ci z Czytelników, którzy mieli przykro±¢ obcowa¢ z lud¹mi
powa»nie funduj¡cymi swoje przekonania o ±wiecie na np. przysªowiach,
metaforach, logice uznaniowej, itp. wiedz¡, o co chodzi;

• nie stronienie od przykªadów wykorzystuj¡cych perswazj¦ i manipulacj¦,
z pokazaniem, gdzie ko«cz¡ si¦ zastosowania logiki elementarnej;

• analiza, z wyczerpuj¡cym komentarzem, przykªadów mniej lub bardziej
�dra»liwych� dla logiki elementarnej: np. presupozycje, implikatury, od-
dzielanie zale»no±ci prawdziwo±ciowych od pozostaªych (np. uwarunkowa-
nych kontekstowo), wskazywanie na ró»nice typologiczne j¦zyków natural-
nych i ich wpªyw na ew. �przekªady� na j¦zyk KRP;

• wyprowadzanie Humanistek z oci¦»aªej homeostazy intelektualnej poprzez,
m.in., niepoprawno±¢ polityczn¡, wykorzystywanie (w miar¦ mo»no±ci z
subtelno±ci¡) tego, co nam wydaje si¦ komiczne, przykªady prowokacyjne
semantycznie i pragmatycznie (w granicach prawa Rzeczpospolitej Pol-
skiej oraz Unii Europejskiej, a tak»e z uszanowaniem kulturowych norm
judeochrze±cija«skich i euroatlantyckich).

Kierujemy si¦ mottem, które przyj¦li±my od Pana Profesora Piotra Wojty-
laka: Po prostu rób. Najwy»ej si¦ nie uda.
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