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Odpowiedzi na pytania egzaminacyjne

Odpowiedzi na pytania z dziatéw 1, 2 i czgSciowo 4 (np. punkt 4.1) nalezy szuka¢ w notatkach z
wyktadow. Odpowiedzi na pytania 4 — w studiowanym na wyktadzie artykule Turinga [1950], a na
pytania dziatu 5 — w rozdziale 1 ksiazki W. Marciszewskiego Sztuczna inteligencja udostgpnionym
w ,,Lectorium”.

Odpowiedzi na pytania z dzialu 3 zawarte sa w pliku "Szkic uzasadnienia twierdzenia Godla [...]”
majacym link na stronie www.calculemus.org/lect w czgsci dotyczacej filozofii umystu. Poniewaz
jest to materiat trudniejszy i najnowszy (w kolejnoSci wyktadéw), dla utatwienia podaje si¢ nizej
streszczenie w formie odpowiedzi na pytania egzaminacyjne. Dzieli si¢ ono na trzy czesci, stosownie
do stopnia trudnosci; do uzyskania z tego dziatu oceny na ,,3”, wystarczy opanowac stopiefi pierwszy
(3.1-3.3). W dalszych miejscach droga robi si¢ coraz bardziej stroma. Ale nawet, gdy si¢ z niej
zrezygnuje, taka Swiadomos¢ trudnosci terenu bedzie odrézniaé ludzi wyksztatconych i krytycznych
od tych prostodusznych, ktérzy nie wiedza, jak wiele nie wiedza.

3.1. Jesli arytmetyka liczb naturalnych jest niesprzeczna, to istnieja w niej zdania prawdziwe nie-
zalezne od aksjomatéw, tzn. takie, ze ani dane zdanie ani jego negacja nie da si¢ dowies¢ formalnie
(algorytmicznie) na podstawie aksjomatéw (krdcej: istniejg prawdziwe zdania niedowodliwe). Po-
trzeba zastrzezenia o niesprzecznoSci: jeSliby aksjomaty arytmetyki byty migdzy soba sprzeczne,
nie mogtoby by¢ zdan niedowodliwych, gdyz ze sprzecznos$ci wynika wszystko.

3.2. Jest to zapis postegpowania, ktére polega na przeksztatcaniu formy (ksztattu) przestanek, az do
otrzymania z nich wniosku, czynione za pomoca logicznych regut wnioskowania uwzgledniajacych
jedynie strukture formul, tj. ksztalt i potozenie (miejsce w kolejnosci) symboli, bez uwzglgdniania
znaczenia. Takie postgpowanie jest wykonalne takze dla komputera, podczas gdy dowodzenie
uwzgledniajace znaczenie wlasciwe jest tylko umystowi. Przyktady regut dowodu formalnego: od-
rywanie, opuszczanie stalych logicznych, dotaczanie statych logicznych.

3.3. [GM] Niniejsze zdanie nie jest dowodliwe formalnie w arytmetyce liczb naturalnych.
GM jest skrétem od: zdanie Godlowskie Metalogiczne.

3.4. Gdyby GM nie bylo prawda, znaczyloby to, ze jest dowodliwe, a jesli jest dowodliwe na
podstawie prawdziwych przestanek (jakimi sa aksjomaty arytmetyki), to musi by¢ prawdziwe. Gdy
prawdziwos¢ jakiego$ zdania wynika z zalozenia (,,na prébg”) o jego fatszywosci, to jest ono z
koniecznosci prawdziwe: (—p = p) = p.

3.5. W uktadach fizycznych: obraz w lustrze, Slad stopy w piasku, fotografia. Migdzy ukladem
fizycznym a konwencjonalnym uktadem znakéw: mapa terenu. Migdzy uktadami abstrakcyjnymi:
wzajemne odwzorowanie algebry i geometrii w uktadzie wspétrzednych badane w geometrii anali-
tycznej, ktéra punktom przyporzadkowuje liczby rzeczywiste.

3.6. Zdania metalogiczne sa odwzorowywane w zdaniach dotyczacych arytmetyki (a wyrazanych w
jezyku logiki). Pozwala to z prawdziwoSci zdania metalogicznego wnosi¢ o prawdziwosci bedacego
jego odwzorowaniem zdania arytmetycznego. [Metoda kodowania opisana jest przyktadowo w
udostepnionej kserokopii fragmentu ksiazki: E. Nagel i J. R. Newman, Twierdzenie Godla, PWN
1966.]
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3.7. Istnieje liczba k kodujaca (tj. odwzorowujaca w wyniku kodowania) pewne prawdziwe zdanie
arytmetyczne, przy czym nie ma takiej liczby x, ktéra kodowataby dowdd zdania numer k i pozo-
stawata do tego numeru w relacji arytmetycznej, ktéra odwzorowuje stosunek dowodzenia migdzy
ciagiem zdan (dowodem) kodowanym przez liczbe = i zdaniem kodowanym przez liczbe k.

3.8. Opis konstrukcji rozpisany jest na kroki (1)-(5).

e (1) Przyjmuje si¢ regute podstawiania (jako jedna z regut dowodu formalnego), ktéra za zmienng
liczbowa nie zwigzang kwantyfikatorem pozwala wpisa¢ inng zmienng liczbowa lub jakas cyfre (tj.
nazwe liczby) lub wyrazenie funkcyjne (jak ,,s0” czy ,,s27).1

W szczegblnosci, tym, co podstawiamy za zmienng, majaca np. numer 13, w zdaniu numer k
moze by¢ nazwa liczby stanowiacej numer jakiego$ zdania danej teorii, np. numer m. W wyniku
podstawienia powstaje zdanie majace nowy numer, powiedzmy n — zalezny w sposob jednoznaczny
od liczb 13, k i m, czyli bedacy funkcja tych liczb; oznaczmy ja symbolem ,,7”. Mamy wigc:

n = 7(k,13,m).

Odtad mozna zamiast cyfry ,n” uzywaé réwnoznacznego z nig wyrazenia funkcyjnego
W (k, 13, m)”.

e (2) Bierzemy pod uwage taki szczegdlny przypadek, w ktérym m = k, to znaczy w zdaniu nr k&
za zmienng nr 13 podstawiamy cyfre stanowiaca numer tej samej formuty czyli ,,k”. Nasza funkcja
przybiera wigc postac:

m(k,13,k).
Przyklad: przeksztatcenie zdania Z1 (nr k) w zdanie Z2 (nr n).
Z1. 3,.(z = sy) ... nr k

72. 3,(x = sk) ... nr n,
gdzie liczbe k oddamy przez ,,s...s(0)”, tj. przez k wystapien symbolu ,,s” poprzedzajacych ,,0”.
Ten szczegdlny przypadek operacji podstawiania okre§lamy jako operacj¢ samopodstawiania.

e (3) Zamiast zaleznoSci zachodzacej migdzy konkretnymi liczbami jak, w powyzszej funkcji 7,
potrzebny nam bedzie pewien schemat czyli uogélnienie, gdzie zamiast takich konkretnych cyfr
wystapia reprezentujace je symbole zmienne (w tej roli stosuje si¢ ostatnie male litery alfabetu).
Nie bedzie to jednak napis w petni schematyczny, bo dogodniej jest, dla pewnego uproszczenia,
zatrzymac jedna konkretng liczbg, mianowicie numer zmiennej. Oto potrzebna w dalszym rozumo-
waniu postaé¢ schematyczna:?

t =m(v,13,0).

1 Byleby zmienna wolna nie stata sie w wyniku tego zmienna zwiazana, jak nastapitoby np. w przypadku
wpisania w formule ..V, (= # y)” litery ,,x” za litere ..

2 Zeby mieé przyklad uogélnienia czyli schematyzacji pewnej konkretnej funkcji, wyobrazmy sobie mecha-
niczne obliczanie (jak w szkolnych ,,stupkach”), gdy wykonujac instrukcje ,,dodaj” (nazwijmy ja czynnikiem
D) mamy przed oczyma, jedna nad druga, cyfry oznaczajace szes$¢ i dwa (niech ten postrzegany uktad cyfr
nazywa si¢ U); pamigtamy przy tym (nasz stan wewnetrzny S), ze z przeniesienia z poprzedniej kolumny
pozostata jedynka. Jak widaé, rezultat R, ktéry trzeba wpisaé pod kreska jest zalezny od D, U i S. Jest
to zalezno$¢ jednoznaczna czyli funkcja, powiedzmy v, co zapisujemy jako: R = (D, U, S). Podobnie
zapisujemy konkretna zaleznos¢, np. 15 = 32 + 6, stanowiaca jeden z nieskoriczenie wielu poszczegélnych
przypadkéw funkcji zapisanej schematycznie jako y = 22 + z. Tak wiec, przejscie od opisu operacji na
konkretnych danych do opisu schematycznego polega na wprowadzeniu zmiennych w miejsce nazw owych
danych. W przykladzie z rachowaniem otrzymamy: v = (x,y, z). Taka rolg zmiennych dobrze oddaje
potoczne okreSlenie ,,dowolny”: ,,x” reprezentuje tu dowolne instrukcje, ,,;y”” — dowolne postrzegane uklady itd.
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Symbol ,,t” jest zmienng reprezentujaca dowolny numer zdania w arytmetyce — byle bylaby to liczba,
do ktérej doszto si¢ w ten sposéb, ze w jakim§ wczesniej wprowadzonym zdaniu podstawito sig¢ za
zmienng numer 13 cyfrg numerujaca to wtasnie zdanie. Oczywiscie, zamiast pojedynczego symbolu
,t7 mozna uzy¢ jego réwnowaznika z drugiej strony réwnosci, w ktérym odnotowana jest jakby
historia dojscia do tej liczby.

e (4) O numerze (v, 13, v) mozna z sensem (nawet jesli nie bedzie to prawda) powiedzieé, ze jest
schematycznym numerem zdania, ktére nie ma dowodu, czyli zdania takiego, ze nie istnieje dlan
liczba, ktéra bylaby numerem jego dowodu. Poniewaz mowa tu jest o numerach wyrazen, a wigc o
liczbach, nie za§ o numerowanych nimi zdaniach, zamiast predykatu oznaczajacego logiczny stosu-
nek dowodzenia zachodzacy migdzy zdaniami (D) pojawi si¢ jego arytmetyczny odpowiednik (Ap)
oznaczajacy jaka$ arytmetyczng relacje migdzy odpowiednimi numerami. Niech zdanie orzekajace
te relacje migdzy jakim$ numerem dowodu x i naszym numerem 7 (v, 13, v) ma za numer liczbg \.
Mamy wigc (wg oznakowania z odcinka 6.3 w teksScie wyktadu):

[NDas] =3, (Ap(z, m(v,13,0)) ..... nr \.

e (5) Ostatni i decydujacy krok, dajacy w wyniku zdanie godlowskie G, na tym polega, ze do zdania
ND 45 stosujemy operacje samopodstawiania. Otrzymane w jej wyniku zdanie mie¢ bedzie numer:

m(A, 13, A).

A samo zdanie, po dokonaniu samopodstawienia w /N D 42, ma postaé nastgpujaca:
[G] ~F.(Ap(z, (A, 13, X)) ..... nr (A, 13, A), w skrécie 7(...).

Ma ono za temat liczbe 7 (...), stwierdzajac, ze nie istnieje numer x zbioru zdan, ktéry to zbiér bylby
dowodem zdania numerowanego ta liczba. A ze samo nosi ono 6w numer, stwierdza o sobie samym
brak relacji arytmetycznej migdzy liczbami x i 7(...). Skoro tak, to brak jest réwniez relacji logicz-
nej D odwzorowanej przez relacje arytmetyczna Ap, czyli relacji dowodliwosci. Zatem zdanie G
jest niedowodliwe. A ze jest prawdziwe jako odwzorowanie prawdziwego zdania metalogicznego
GM (por. wyzej krok 3.3), mamy do czynienia z prawdziwym i zarazem niedowodliwym zdaniem
arytmetycznym.

Powyzsze postgpowanie nie dostarcza takiego zdania w gotowej postaci, gdzie bytaby mowa o
okreslonych liczbach. Daje natomiast przepis postgpowania, ktérego wynik stanowitoby takie zda-
nie, gdyby dalo si¢ praktycznie wykonaé wszystkie obliczenia. Wobec astronomicznych rozmiaréw
wchodzacych w gre liczb kodujacych zdania, nie warto sie kusié o taka konkretyzacje. Zeby uza-
sadnié, ze istnieje niedowodliwe a prawdziwe zdanie w arytmetyce, wystarczy podaé 6w przepis.
Podobnie, jak majac przepis na placek drozdzowy oraz potrzebny do tego surowiec, mozemy za-
wsze upiec placek.



