
I V. Logika Predykatów. Świat
indywiduów, zbiorów i relacji

Tło historyczne . Zbiory czyli klasy są tym, z czym nie-
ustannie mamy do czynienia i w zmysłowym postrzeganiu
świata i w rozumowaniu o nim. Idąc leśną ścieżką, po-
strzegam jej otoczenie jako drzewa, a więc elementy pew-
nej klasy tworów przyrody. Gdy wyróżniam wśród nich
brzozy, dęby,́swierki itd., to znowu mam na uwadze klasy;
tym razem takie, które są zawarte w klasie drzew czyli są
jej podzbiorami.1

Nie tylko w postrzeganiu klasyfikujemy spontanicznie
przedmioty. Klasy są wciąż obecne w naszych rozumo-
waniach. Oto adwokat dowodzi, że jego klient nie mógł
dopúscíc się zarzucanej mu kradzieży. Jest on bowiem sza-
nowanym członkiem gminy religijnej, w której kradzież jest
karana wydaleniem z owej społeczności, a że pełni w niej
funkcje księgowego, jego uczciwość mogła zostác przeko-
nująco stwierdzona. Występuje więc w tej argumentacji
zbiór członków gminy, o którym się twierdzi, że jest on
rozłączny ze zbiorem osobników zdolnych do kradzieży;
zakłada się także, iż klasa księgowych zawiera się w klasie
ludzi, co do których istnieje pełna możliwość sprawdzenia
ich uczciwósci w sprawach majątkowych.

1 W rozważaniach takich jak obecne mamy do dyspozycji terminy, ‘klasa’
i ‘zbiór’. Używa się ich zamiennie, jésli nie brác pod uwagę, że w pewnych
teoriach matematycznych każdy z nich jest przeznaczony do innej roli (por.
ELF, XIII, 3). Ponieważ nie będziemy tu nawiązywać do owych teorii, możemy
traktowác te terminy jako równoznaczne, co czasem ułatwi wysłowienie.
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Pomimo naturalnósci i wszechobecności idei zbioru, up-
łynęły wieki nim w toku dziejów logiki doczekała się ona
refleksji teoretycznej i wysłowienia w stosownej terminolo-
gii. Wsparta na idei zbioru logika predykatów liczy sobie
nie wiele ponad sto lat. Dopóki jej nie było, ludzie radzili
sobie z większóscią rozumowán „na zdrowy rozum”, chóc
oficjalnie miała do tego służyć teoria logiczna zwanasylo-
gistyką, stworzona około roku 350 przed Chr. przez Arys-
totelesa. Ale sylogistyka nie znała nazw indywiduowych
ani predykatów o większej niż jeden liczbie argumentów,
była więc bezradna wobec wielu rozumowań, między in-
nymi w geometrii. W obrębie jednak rozumowań z predy-
katami jednoargumentowymi radziła sobie nieźle i dostar-
czyła wzorcáscisłósci, który przeorał głęboko umysłowość
europejską; bez niej trudno sobie wyobrazić powstanie lo-
giki współczesnej, która w połowie wieku 19go zaczęła się
od algebraicznego ujęcia sylogistyki.

Logikę predykatów stworzył razem z teorią funkcji
prawdziwósciowych Gottlob Frege [1879], rozwinęli Whi-
tehead i Russell [1913], a pewną zaawansowaną postać
nadali jej Hilbert i Ackermann [1928]. Obszerny jej wykład
daje Grzegorczyk [1969, 1981]. W dawniejszych ujęciach
teoria predykatów nazywała się rachunkiem funkcyjnym,
co da się wyjásníc tym, że predykat jest rodzajem funktora,
ale nazwa ta jest nieadekwatna do aktualnego stanu logiki.
Istnieje też terminologia oddająca pewną hierarchię teorii
logicznych, mianowicie teorii zdán przypisuje się rząd ze-
rowy, teoria predykatów w wersji tu rozważanej nazywa się
logiką pierwszego rzędu, potem idzie logika drugiego rzędu
itd. (wyjaśnienie tej hierarchii wymaga pojęcia kwantyfika-
tora, które będzie wprowadzone później).

Konstrukcja rozdziału . Tematyka logiki predykatów
jest na tyle rozległa, że została tu podzielona na trzy roz-
działy. Obecny ma charakter semantyczny (por. rozdz.
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piąty, odc. 1.2), to znaczy rozważa się w nim stosunek lo-
giki do rzeczywistósci, której mają dotyczýc wnioskowania
kierowane regułami logicznymi. Owe reguły wnioskowa-
nia włásciwe logice predykatów zostaną przedstawione w
rozdziale następnym, zaś sposób, w jaki teoria predykatów
pomaga w konceptualizacji (jako drugim, obok wniosko-
wania, składniku rozumowań) jest przedmiotem kolejnego
rozdziału.

Rozdział obecny obejmuje rozważania nad tym, co
zakłada się na temat rzeczywistości przez fakt takiej
a nie innej konstrukcji języka teorii predykatów, a w
szczególnósci jak wiąże się pojęcie predykatu z pojęciem
zbioru (czę́sć 1). Potem następuje charakterystyka słownika
i składni omawiająca budowę zdań atomowych i formuł
zdaniowych oraz znaczenie kwantyfikatorów (część 2),
wreszcie przedstawia się towarzyszącą teorii predykatów
teorię identycznósci (czę́sć 3).

1. Czego dotyczy język logiki predykatów
1.1. O niepusto ści dziedzin rządzonych prawami
logiki . Nie jest prawdą, chóc powiadali tak niektórzy,
że logika jest o niczym.Że dostarczatylko mechanizmu
językowego do przetwarzania jednych zdań w inne — me-
chanizmu, który gwarantuje, że jeśli zdanie przetwarzane
jest prawdziwe, to i zdanie zeń otrzymane jest prawdziwe.
Logika rzeczywíscie dostarcza takiego mechanizmu, ale nie
ma powodu do owego ‘tylko’, którym forsuje się tezę, że
za logiką nie stoi żaden pogląd, żadne widzenieświata,
żaden wybór filozoficzny. A tak nie jest. I to z paru po-
wodów, z których każdy potwierdza tezę o poznawczej roli
logiki. Już odwołanie się do pojęcia prawdy czyni ów “ni-
hilizm” niekonsekwentnym.2 Prawda to zgodnósć sądu, lub

2 We wczésniejszej wersji (lata dwudzieste, Koło Wiedeńskie) definicja ta nie
zawierała przy słowie ‘zdanie’ przymiotnika ‘prawdziwe’, lecz zwrot ‘uznane
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wyrażającego ten sąd zdania, z rzeczywistością. Czy teo-
ria logiczna może uchylić się od stanowiska wobec struk-
tury rzeczywistósci, a zarazem wykonać to zadanie, którym
jest podanie metod wnioskowania niezawodnego? Nieza-
wodnego, to znaczy dającego prawdziwy wniosek zawsze
wtedy, gdy prawdziwe są przesłanki. Jak zobaczymy w dal-
szych punktach, nie jest to możliwe.

Przyjmuje się o prawach logiki, że są one prawdziwe w
każdej niepustej dziedzinie, to znaczy takiej, w której ist-
nieje przynajmniej jeden przedmiot. Potrzebujemy bowiem
następujących praw logiki (por. rozdz. piąty, odc. 1.1).
A1. Jésli ϕ (litera ta symbolizuje dowolne zdanie przyjętego
języka) jest prawdą o każdym przedmiocie z danej dzie-
dziny, toϕ jest prawdą o pewnym określonym przedmiocie
z tejże dziedziny.
A2. Jésli ϕ jest prawdą o pewnym określonym przedmiocie
z danej dziedziny, to istnieje w tej dziedzinie przedmiot, o
którym jest prawdąϕ.

Wniosek uzyskany z tych dwóch przesłanek za pomocą
reguły sylogizmu hipotetycznego będzie fałszywy w dzie-
dzinie pustej, ponieważ jego poprzednik (zdanie ogólne)
jest prawdziwy w tej dziedzinie, natomiast następnik jest w
niej fałszywy. Dlaczego poprzednik jest prawdziwy? Oto
np. zdanieKażdy jest krasnalemznaczy tyle, coNie ma
nikogo, kto by nie był krasnalem. Dziedzina pusta jest to
taka, której elementy stanowią zbiór pusty; w zbiorze zaś
pustym, czyli pozbawionym elementów, powyższe zdanie
jest prawdziwe, bo skoro nie ma w tym zbiorze niczego,

za tezę systemu’, co uchyla zarzut niekonsekwencji. Stawia za to przed za-
gadką, w jaki sposób logika unikająca pojęcia prawdy mogłaby dostarczyć me-
tody wnioskowania, która gwarantuje, że ze zdania prawdziwego nie powstanie
fałszywe. Toteż nikt nie postuluje obecnie rezygnacji z pojęcia prawdy w logice
(dzięki przełomowej pracy Tarskiego [1933]), ale nie całkiem wygasł ów opór
wobec konfrontowania logiki z rzeczywistością.
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to nie ma też jakichkolwiek nie-krasnali. Przy tym praw-
dziwym poprzedniku oraz fałszywym następniku (‘Istnieje
przynajmniej jeden krasnal’) całe zdanie warunkowe wy-
nikające z przesłanek A1 i A2, mianowicie ‘Jeśli każdy
jest krasnalem, to istnieje przynajmniej jeden krasnal’ jest
zdaniem fałszywym. A ponieważ wynika ono z praw lo-
giki (A1 i A2) oraz z supozycji, że prawa logiki są praw-
dziwe także w dziedzinie pustej, to trzeba odrzucić albo
tę supozycję, albo przynajmniej jedno z powyższych praw.
Skoro nie odrzucamy żadnego z nich, to pozostaje odrzu-
cenie owej supozycji, a więc przyjęcie, że gdy idzie o ogół
praw logiki, to dotyczy on wyłącznie dziedzin niepustych
(chóc niektóre prawa mogą zachowywać ważnósć także w
pustej; por. Grzegorczyk [1969, s. 152]).

1.2. O strukturze świata wyznaczonej przez teorię
predykatów . Gdy trésć pewnych praw logiki pociąga
powyższą tezę o niepustości, to z kolei sposób ich
formułowania, biorący się z przyjętej składni, określa w pe-
wien sposób strukturę dziedzin, do których stosuje się lo-
gikę; mówiąc swobodniej, wyznacza on strukturę rzeczy-
wistósci.3

Świat zbiorów jest to nieskónczona hierarchia, u której
podstawy znajdują się klasy indywiduów, np. klasa
zwierząt, róslin, itd. potem idą zbiory takich klas indy-
widuów, np. zbiór pewnych gatunków zwierzęcych (ga-
tunki są wszak klasami), powiedzmy Z, oraz zbiór pew-
nych gatunków róslinnych, powiedzmy R. Potem idą zbiory
zbiorów klas indywiduów, np. zbiór utworzony z Z i R; i
tak dalej,ad infinitum. Na początku mamy więc indywidua,

3 Zależnósć tę ilustruje fakt, że pewni autorzy, kierując się motywami filozo-
ficznymi, przyjmują systemy konkurencyjne względem teorii predykatów. Np.
Tadeusz Kotarbiński (1886-1981), który głosił rodzaj materializmu nie dopusz-
czający istnienia zbiorów, posługiwał się pewną logiką alternatywną do teorii
predykatów, zwaną ontologią Leśniewskiego; por. Kotarbiński [1929].
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którym w języku (o ile dane indywiduum jest nazwane) od-
powiadają nazwy indywiduowe, np. imiona własne. Co to
znaczy býc indywiduum, nie da się powiedzieć w sposób
ogólny niczego więcej, jak to, że indywiduum nie jest zbio-
rem. Da się natomiast lepiej powiedzieć, co to jest indywi-
duum w danej badanej dziedzinie. Tak więc indywiduami w
dziedzinie arytmetyki są liczby, indywiduami w astronomii
są ciała niebieskie, w zoologii zwierzęta, i tak dalej.

Predykat jest to wyrażenie, któremu jest zawsze przy-
porządkowany jakiś zbiór czyli klasa (jak powiedziano
na wstępie, terminów tych będzie się używać zamiennie).
Może to býc jakás klasa obiektów nie będących zbiorami,
czyli klasaindywiduów, może to býc klasa zbiorów, klasa
zbiorów zbiorów itd. Tak więc, podstawę obrazuświata wy-
znaczonego przez teorię predykatów stanowią indywidua i
zbiory.

Nie jest to jeszcze cały obraźswiata, który jest nie-
odzowny w naszym mýsleniu i potocznym i naukowym. W
tym pełniejszym obrazie nie możemy się obejść bez cech i
relacji. Na każdym wszak kroku mówimy, że coś jest ja-
kieś, czyli ma pewną cechę (inaczej, własność), lub że cós
pozostaje w takim to a takim stosunku (relacji) do czegoś.
Poprzedni rozdział pokazał nieodzowność pojęcia relacji
u samych podstaw logiki, kiedy to funkcje, m.in. praw-
dziwósciowe definiuje się jako pewną odmianę relacji, mia-
nowicie relacje jednoznaczne.

W dalszych rozważaniach, by uproścíc wysłowienie
przez pozbycie się zwrotu alternatywnego ‘cechy lub rela-
cje’, będziemy traktowác cechy jako rodzaj relacji, miano-
wicie relacje jednoczłonowe (inaczej, jednoargumentowe).
Analogicznie jak relacja orzekana o dwóch podmiotach na-
zywa się dwuczłonową, tak własność, będąc orzekana o jed-
nym, zasługuje na miano jednoczłonowej. Dlatego w tytule
tego rozdziału mowa jest o indywiduach, zbiorach i rela-
cjach, z włączeniem cech do kategorii relacji.
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Z czysto teoretycznego punktu widzenia, także wy-
odrębnianie relacji jest zbędne, ponieważ każdej relacji
jest przyporządkowany jakiś zbiór, np. cesze (relacji jed-
noczłonowej) jaką jest zieleń jest przyporządkowany zbiór
rzeczy zielonych, a relacji, jaką jest małżeństwo jest przy-
porządkowany zbiór par małżeńskich. Zauważmy, że w
tym drugim przypadku elementami zbioru nie są pojedyn-
cze przedmioty lecz ich pary, a więc zbiory dwuelemen-
towe. I tak owa relacja okazuje się być zbiorem pew-
nych zbiorów, przez co samo pojęcie relacji można wyeli-
minowác. Podobnie relacje trójczłonowe zredukuje się do
zbiorów, których elementami są trójki przedmiotów, czyli
zbiory trójelementowe, i tak dalej.

Tego rodzaju redukcja jest ważnym osiągnięciem teore-
tycznym, toteż będziemy z niej korzystać w odpowiednich
punktach. Mając ją w ten sposób na uwadze, nie będziemy
jednak rezygnowác z terminów ‘cecha’ czy ‘relacja’, które
są w pewnych kontekstach niezbędne, a przy tym tak wrosłe
w nasze mýslenie oświecie, że bez nich trudno by cokol-
wiek wysłowíc.

2. Budowa języka logiki predykatów

2.1.Budowa zda ń atomowych . Dzięki rachunkowi
zdán, czyli logice funkcji prawdziwósciowych, potrafimy
analizowác zdania złożone i ustalać reguły wnioskowa-
nia w zależnósci od rodzaju złożenia. Na tym jednak lo-
gika się nie kónczy. Zdanie reprezentowane w funkcji
prawdziwósciowej przez pojedynczą zmienną ma też jakąś
wewnętrzną strukturę, od której może zależeć poprawnósć
wnioskowania. Aby zdác sprawę z tej struktury, zaczynamy
od wprowadzenia pojęcia zdania atomowego.

W wyjaśnieniu tego pojęcia pomaga, choć tylko do pew-
nego punktu, gramatyczne rozróżnienie podmiotu i orze-
czenia — przy założeniu, że podmiotem jest nazwa indy-
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widuowa, na przykład imię własne. W najprostszym przy-
padku orzeczenie jest predykatem zdaniotwórczym od jed-
nego argumentu nazwowego (tj. o wskaźnikus// n, jak to
ilustrują zdania,Sokrates przemawiaczy Sokrates się prze-
chadza).

Odejdziemy jednak od tradycyjnej gramatyki, gdy trze-
ba się ustosunkować do zdán w rodzajuPlaton jest uczniem
Sokratesa, to jest takich, w których pojawia sie relacja dwu-
lub więcej-członowa. Tradycyjny gramatyk będzie i ta-
kie zdania dzielił na człon podmiotu i człon orzeczenia,
uznając za orzeczenie cały zwrotjest uczniem Sokratesa.
Postępowanie takie potrafi też usprawiedliwić teoria kate-
gorii składniowych, przypisując temu zwrotowi kategorię
s// n; potem trzeba jeszcze obliczyć kategorię zwrotujest
uczniemjako funktora funktorotwórczego do jednego argu-
mentu nazwowego, co da wynik dość skomplikowany, ale
nie musimy tym się zajmować, ponieważ w logice predy-
katów bierze się kurs na inne rozwiązanie.

Zachowując ideę predykatu wyrażoną w jego łacińskiej
etymologii (praedicoznaczy orzekam), uogólniamy pojęcie
predykatu w taki sposób, że będące nim wyrażenie nadaje
się do orzekania o więcej niż jednym podmiocie. A za-
tem, zdaniePlaton jest uczniem Sokratesaorzeka o dwóch
podmiotach, Platonie i Sokratesie: zdanie to orzeka zacho-
dzenie relacji, że pierwszy jest uczniem drugiego; ma więc
ono kategorię składniowąs// nn. Predykat orzekający relację
trójczłonową ma kategorięs// nnn, i tak dalej.

Zdanie złożone z predykatu oraz tylu nazw, ile wymaga
kategoria składniowa danego predykatu określamy termi-
nem zdanie atomowe. Okréslenie to uzasadnia się oko-
licznóscią, że żadna część takiego zdania nie jest już zda-
niem, jest więc ono w konstrukcjach syntaktycznych czymś
podobnym do atomu.

Od strony semantycznej, zdanie atomowe charakteryzuje
się tym, że stwierdza należenie pewnego indywiduum do
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jakiegós zbioru pojedynczych indywiduów, lub (w przy-
padku relacji dwuczłonowej) należenie pewnej pary indy-
widuów do jakiegós zbioru par (np. Adama i Ewy do zbioru
małżénstw), albo należenie pewnej trójki indywiduów do
jakiegós zbioru trójek, i tak dalej. W pierwszym przypadku
występuje predykat jednoargumentowy, w drugim dwuar-
gumentowy, a w trzecim trójargumentowy.

2.2. Predykaty, stałe i zmienne, formuły atomowe .
W charakterystyce zdania atomowego zawiera się informa-
cja, że do języka logiki predykatów należą predykaty oraz
nazwy indywiduowe, w szczególności imiona własne; w
roli takich nazw mogą występować teżzaimki, pod warun-
kiem, że ich odniesienie jest widoczne z kontekstu. Gdy
rozważamy zastosowania logiki w sposób ogólny, to znaczy
nie mając na uwadze, określonych indywiduów, zbiorów i
relacji, to zamiast predykatów i nazw używamy pojedyn-
czych liter, odróżniając umownie jedną kategorię od drugiej
np. w ten sposób, że predykatami są duże litery (wersaliki)
od P do S, a nazwami małe litery oda do d; gdy zabrak-
nie tych symboli, możemy je dowolnie rozmnażać dodając
wskaźniki cyfrowe u dołu, np.a1, a2, b1, P1, Q1001.

Reguła składniowa dotycząca budowania zdań atomo-
wych przepisuje kolejnósć: najpierw predykat, potem argu-
menty, te drugie podawane zwykle w nawiasach i oddzie-
lane przecinkami.4 Oto przykłady:P (a), Q(a, c), R(d, a, b).

Oprócz nazw indywiduowych i predykatów należą do
słownika logiki pierwszego rzęduzmienne indywiduowe,
to jest symbole, które występują w roli argumentów predy-
katu i bez naruszenia poprawności składniowej mogą býc
zastępowane nazwami indywiduowymi. W tym kontekście,

4 Czasem stosuje się notację bez nawiasów i przecinków; czasem zaś, w przy-
padku predykatów dwuargumentowych, i taką, że predykat znajduje się między
argumentami, np.aRc, na wzóra = b.
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nazwy indywiduowe bywają też określane jakostałe indy-
widuowe, dla przeciwstawienia ich zmiennym z tejże, od-
noszącej się do indywiduów, kategorii. Zmienne indywidu-
owe bierzemy zwykle z kónca alfabetu jako małe literyu, w,
x, y, z.

Podane wyżej zastrzeżenie, że chodzi tu o teorię zwaną
logiką pierwszego rzędu jest potrzebne dla odróżnienia od
logiki drugiego rzędu, która zawiera też zmienne predy-
katowe. Nie będziemy tu korzystać z tej bardziej zaawan-
sowanej teorii; trzeba ją jednak wspomnieć, by uprzedzíc
pytanie, dlaczego wprowadza się zmienne indywiduowe,
paralelnie do nazw indywiduowych, a brakuje takiej pa-
raleli w przypadku predykatów. Jest to też moment, by
powtórzýc z naciskiem, że litery używane w logice pierw-
szego rzędu jako predykaty nie są symbolami zmiennymi
(mimo, że skądinąd litery występują w roli zmiennych),
lecz są przykładowymi predykatami, mającymi tę zaletę,
że są krótkie i nie odwracają uwagi ku jakiejś fabule; np.
P (c) jest równie konkretnym zdaniem atomowym jakCy-
cero przemawia, ale w wykładzie logiki bywa wygodniej
posłużýc się raczej pierwszym niż drugim.

Wyrażenie złożone z predykatu i mające wśród argu-
mentów przynajmniej jedną zmienną indywiduową, np.x,
okréslác będziemy terminemformuła zdaniowa.5

2.3. Kwantyfikatory. Ich rola i sposób zapisu. Wy-
liczywszy jako elementy naszego języka predykaty, nazwy
(stałe) indywiduowe i zmienne indywiduowe, zamykamy tę
listę wymieniając na niejkwantyfikatory . Ich rola w lo-
gice predykatów jest analogiczna do roli funktorów praw-
dziwósciowych w logice zdán — w tym sensie, że jedne

5 Terminologia w tej sprawie nie jest w pełni ustalona. Np. MEL rejestruje
termin ‘funkcja propozycjonalna’ w tym sensie, który przydziela się tu termi-
nowi ‘formuła zdaniowa’; czasem też występuje w tej roli termin ‘funkcja zda-
niowa’ (por. Grzegorczyk [1969]).
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i drugie należą dostałych logicznych, to jest tych sym-
boli, od których użycia zależy poprawność wnioskowania
opisana odpowiednimi regułami. Odwołując się w tym
okrésleniu do terminu‘reguła wnioskowania’, bierzemy go
w znaczeniu zdefiniowanym przez podanie listy takich reguł
— jak lista rozważana w następnym rozdziale.

W klasycznej logice pierwszego rzędu mamy dwa kwan-
tyfikatory; każdy z nich służy do poprzedzania formuły
zdaniowej w celu wskazania, do ilu indywiduów należy
tę formułę odniésć, mianowicie czy do wszystkich, czy do
niektórych, przy czym ‘niektóre’ znaczy tyle, co ‘przynaj-
mniej jeden’. Jest to co prawda, dość ogólnikowe okréslenie
ilości, ale wystarcza dla teorii wnioskowania. Nie zawa-
hano się więc ukúc nazwę nawiązującą do owego zadania
okréslania ilósci, którą w łacinie oddaje słowoquantumlub
quantitas; tak powstało słowo ‘kwantyfikator’.

Kwantyfikator służący do powiedzenia, że poprzedzona
nim formuła odnosi się do wszystkich podstawień za
(wskazaną przy tym kwantyfikatorze) zmienną, nosi miano
kwantyfikator ogólny . Na przykład, gdy ustalimy, że
zmienna ‘x’ odnosi się do elementów zbioru chmur, to zda-
nie ‘∀xQ(x)’, gdy predykat ‘Q’ czytamy ‘powstaje z pary
wodnej’, powiada, że wszystkie chmury powstają z pary
wodnej; w innym wysłowieniu: każda chmura powstaje z
pary wodnej.

Kwantyfikator służący do powiedzenia, że poprzedzona
nim formuła odnosi się do przynajmniej jednego podstawie-
nia za (wskazaną przy tym kwantyfikatorze) zmienną, jest
okréslany jakokwantyfikator egzystencjalny. Gdy usta-
limy, że zmienna ‘x’ odnosi się, powiedzmy, do elementów
zbioru chmur, to zdanie ‘∃xQ(x)’, gdy predykat ‘Q’ czytamy
jak wyżej, powiada, że przynajmniej jedna chmura powstaje
z pary wodnej. Kwantyfikator egzystencjalny nazywa się
teższczegółowym, a zapis ‘∃x . . .’ może býc czytany na parę
sposobów: ‘istnieje takiex, że . . .’ lub ‘dla pewnegox . . .’
lub ‘dla niektórychx . . .’.
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Nie jest to jedyna możliwa notacja dla kwantyfika-
torów. Nieraz spotyka się kwantyfikator ogólny w kształcie
powiększonego symbolu koniunkcji, a kwantyfikator eg-
zystencjalny w kształcie powiększonego symbolu alterna-
tywy. I tak:

zamiast∀xϕ(x) piszemy
∧
xϕ(x);

zamiast∃xϕ(x) piszemy
∨
xϕ(x).

Symbolika jest, oczywiście sprawą umowy i z teore-
tycznego punktu widzenia jest obojętne, jakich oznaczeń
będziemy używác. Nie jest to jednak obojętne, gdy pa-
trzéc pod kątem sterowania przez symbolikę procesami
konceptualizacji (to samo dotyczy terminologii nie-symbo-
licznej).6

Graficzne podobiénstwo kwantyfikatora ogólnego i sym-
bolu koniunkcji wskazuje na to, że formuła nim po-
przedzona jest skondensowaną koniunkcją; w analogiczny
sposób kwantyfikator egzystencjalny wiąże się z alterna-
tywą. Załóżmy, dla przykładu, że zmienna indywiduowax

odnosi się do dwuelementowego zbioru mieszkańców raju,
mianowicie Adama (w skrócie, a) i Ewy (e); niech pre-
dykat ‘P’ odnosi się do cechy pracowitości. Wtedy będą
równoważne (parami) następujące zdania:∧
xP (x) — P (a)&P (e);∨
xP (x) — P (a) ∨ P (e).

6 Są autorzy, którzy lekceważą ten aspekt symboliki i terminologii. Dlatego
warto przypomniéc, że przywiązywali do niego wielką wagę tacy koryfeusze
matematyki i filozofii jak Gottfried Wilhelm Leibniz i Georg Cantor. Ten drugi,
tworząc z gruntu nową dyscyplinę matematyczną, teorię mnogości, każdemu
wprowadzanemu symbolowi poświęcał wiele namysłu, nieraz korespondując w
tej sprawie z kolegami. Leibniz stawiał przed językiem symbolicznym wyma-
ganie, żeby pełnił on dla umysłu taką rolę jak nić Ariadny prowadząca Tezeusza
w labiryncie, stąd jego określenie języka jakofilum cogitationis(tj. nić, a zara-
zem, sposób, mýslenia).
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Zalety teoretyczne tej symboliki, polegające na ukazaniu
związków pojęciowych z funktorami logiki zdań, są oku-
pione mniejszą jej przejrzystością. Toteż używác będziemy
dalej symboliki z odwróconymi ‘A’ i ‘E’ jako przejrzystszej,
a nie pozbawionej walorów dydaktycznych. Litery te wska-
zują na stosunek kwantyfikatorów do języka naturalnego,
wzięły się bowiem z ich odczytywania w szeroko znanych
językach: ‘∀’ pochodzi od ‘A’ w angielskimall i niemiec-
kim alles (wszystko), zás ‘∃’ od ‘E’ w angielskim existsi
niemieckimexistiert(istnieje).7

2.4. Zmienne wolne i związane. Zasięg kwantyfi-
katora. Charakterystyczne dla języka logiki predykatów
są pojęcia zasięgu kwantyfikatora, zmiennej związanej i
zmiennej wolnej. Trzeba je rozumieć w łącznósci z gra-
matycznym zjawiskiem zasięgu funktora, zaznaczanego za
pomocą nawiasów lub innych́srodków interpunkcyjnych.

W języku naturalnym, który w tworzeniu struktur
składniowych nie posługuje się tak konsekwentnie jak
język logiki środkami interpunkcji (mając za to bogactwo
środków intonacyjnych), zasięg funktora nie zawsze jest w
pełni okréslony, skąd bierze się czasem brak składniowej
jednoznacznósci. Weźmy dla przykładu funktor negacji w
zdaniu:

(Z) Plan nie został całkowicie wykonany.
(cytat z gazety z epoki gospodarki planowej). Zdanie to
ma trzy interpretacje w zależności od zasięgu słówka ‘nie’,
mianowicie:
(Z1) Plan został całkowicie nie–wykonany.
(Z2) Plan został wykonany [ale] nie–całkowicie.
(Z3) Nieprawda, że plan został całkowicie wykonany.

7 W sprawie jeszcze innych notacji zob. ELF, rozdz. XLVII, odc. 3.8.
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W dwóch pierwszych interpretacjach zasięgiem funktora
negacji jest wyrażenie oddzielone od niego kreską, co
daje w każdym przypadku inne znaczenie; w Z2 jest ono
uwyraźnione dodatkiem domyślnego ‘ale’, którego funkcja
może býc zrealizowana takżésrodkami intonacyjnymi. W
trzeciej interpretacji w zasięgu przeczenia jest całe zdanie,
które będzie prawdziwe zarówno przy pierwszej jak i przy
drugiej interpretacji, tj. zarówno wtedy gdy planu nie wy-
konano w ogóle, jak i wtedy, gdy został wykonany tylko
czę́sciowo; jest to więc wypowiedź bardziej niż przy po-
przednich interpretacjach ogólnikowa.

W powyższym przykładzie ujednoznacznienie struktury
dokonuje się przez zmianę szyku w przypadku interpreta-
cji Z1 i Z2, zás w Z3 przez cós podobnego do nawiasu, bo
słówko ‘że’ zapowiada pojawienie się po nim całego zdania
(tzw. zdania zależnego), a więc wyznacza tu zasięg nega-
cji podobnie jak uczyniłby to nawias w takiej oto (raczej
sztucznej) konstrukcji:

Z3a nieprawda (plan został całkowicie wykonany).

Te odniesienia do swojskiej polszczyzny powinny
pomóc w ujęciu roli nawiasów w wyrażeniach z kwan-
tyfikatorami. Zarazem, pojawi się zjawisko nieznane w
języku naturalnym — wiązanie zmiennych przez kwanty-
fikatory. Zamiast opisywác je teoretycznie, wyjásnijmy
je na przykładach, które w tym przypadku stanowią wy-
starczający ekwiwalent teorii. Rozważmy trzy następujące
formuły zdaniowe:

∀x∃yR(x, y), ∀xR(x, y), ∃yR(x, y).

W pierwszej z nich związane są obie zmienne, w drugim
tylko pierwsza zmienna, w trzecim tylko druga. Zmienna,
która w danej formule nie jest związana nazywa się w
niej zmienną wolną, zás zmienną związanąjest ta, która
ma kształt identyczny z literą w sąsiedztwie kwantyfika-
tora. O kwantyfikatorze mającym bezpośrednio po sobie
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(w niektórych notacjach pod sobą) literę identyczną co do
kształtu (chóc może býc innej wielkósci) ze zmienną w
następującej dalej formule atomowej mówi się, że wiąże on
tę zmienną.

Gdy idzie o formuły nie będące atomowymi, wiązanie
zmiennej wymagásrodków składniowych w rodzaju na-
wiasów. Porównajmy formułę

∀xP (x)&Q(x) z formułą ∀x(P (x)&Q(x)).

W pierwszej z nich kwantyfikator wiąże tylko pierwsze
wystąpienie zmiennej ‘x’, w drugim oba jej wystąpienia.
W obu przypadkach powiemy o zmiennej ‘x’, że jest w da-
nej formule związana. Tym, co różni powyższe formuły jest
zasięg kwantyfikatora. W pierwszej z nich znajduje się w
jego zasięgu jedynie pierwszy człon koniunkcji, w drugiej
zás cała koniunkcja, a to z powodu obejmującego ją całą
nawiasu, który zaczyna się po kwantyfikatorze. Ten pro-
sty przypadek powinien ukazać prawa zasięgu i wiązania w
sposób wystarczający do ich rozpoznawania także w przy-
padkach bardziej skomplikowanych; nawiasy bowiem są
znakami, które swój sens same wyjaśniają.

2.5. Definicja formuły logiki predykatów. Wykorzy-
stanie jej jako przykładu definicji indukcyjnej . To,
co w obecnym rozdziale powiedziano o języku logiki pre-
dykatów pierwszego rzędu zostanie obecnie podsumowane
w jednej definicji, która z dużą dokładnością okrésli, co jest
formułą w tym języku. Pod względem metody definiowania
należy ona do klasy definicji indukcyjnych, na tyle ważnej
dla metod definiowania, że — przy okazji wystąpienia jej
po raz pierwszy — jest miejsce na stosowny komentarz me-
todologiczny, dzięki któremu i trésć definicji stanie się zro-
zumialsza.

Definicja indukcyjna , zwana teżrekurencyjną, dotyczy
predykatu lub symbolu funkcyjnego, charakteryzuje więc
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jakiś zbiór.8 Tutaj jest to zbiór formuł rozważanego języka
logiki pierwszego rzędu, w skrócie ‘LP1’; oznaczmy ten
zbiór przez ‘F’. Następujące dalej określenie predykatu
‘jest formułąLP1’ składa się — jak każda definicja induk-
cyjna — z dwóch warunków. Warunek wyjściowy wymie-
nia formuły, o których się przyjmuje, że już są elemen-
tami F, a warunek indukcyjny wymienia operacje, które
przekształcają elementy zbioruF (już w nim obecne) w
nowe jego elementy. Mówiąc obrazowo, definicja induk-
cyjna jest to recepta na rozpoznanie, które elementy już są
w danym zbiorze (warunek wyjściowy) oraz na produko-
wanie nowych z dotychczas się tam znajdujących (waru-
nek indukcyjny). Metoda ta określa zbiory o potencjalnie
nieskónczonej liczbie elementów, ponieważ operacje pro-
dukujące nowe elementy można powtarzać dowolnie wiele
razy.

Oto definicja indukcyjna formuły językaLP1.
Warunek wyj́sciowy:
Formułą językaLP1 jest każde wyrażenie, które jest bądź
(a) pojedynczą zmienną zdaniową, bądź (b) jest złożone z
predykatun-argumentowego (gdzien=1, 2, 3 etc.) oraz
�n symboli, którymi są stałe indywiduowe lub zmienne in-
dywiduowe. Wyrażenie opisane w punkcieb nazywa się
formułą atomową.9

Warunek indukcyjny:
Formułą językaLP1 jest również każde wyrażenie po-
wstające w wyniku jednej z następujących operacji:

8 Pojęcie zbioru wprowadza się za pomocą logiki predykatów w rozdziale
szóstym; wystarczy jednak dlaśledzenia obecnych wywodów sam ich kontekst
wraz z intuicyjnym, obecnym na codzień w mýsleniu, pojęciem zbioru.
9 Przypomnijmy, że gdy w formule atomowej występują same stałe indy-

widuowe, np. imiona własne, nazywa się ona zdaniem atomowym; tak więc,
każde zdanie atomowe jest formułą atomową, mianowicie jej granicznym przy-
padkiem (pozbawionym zmiennych), podczas gdy nie każda formuła atomowa
jest zdaniem atomowym (nie jest nim, gdy zawiera bodaj jedną zmienną).



2. Budowa języka logiki predykatów 83

(1) poprzedzenie formuły funktorem negacji;
(2) połączenie dwóch formuł funktorem koniunkcji lub
alternatywy, implikacji, równoważności;
(3) poprzedzenie formuły kwantyfikatorem ogólnym lub
egzystencjalnym.
Każda więc formuła powstaje z formuł atomowych przez

zastosowanie ilés razy operacji 1, 2, 3. Na przykład, zaczy-
namy od formuły atomowejP (x), poprzedzamy ją funkto-
rem negacji, a potem kwantyfikatorem ogólnym. Tak po-
wstaje formuła∀x ∼ P (x). Można też wpierw dopisać kwan-
tyfikator, a potem negację, co da∼ ∀xP (x). Teraz, biorąc
jeden z symboli wymienionych w warunku 2, np. funktor
implikacji, możemy połączýc dwie już utworzone formuły,
otrzymując wyrażenie:

∀x ∼ P (x) ⇒ ∼ ∀xP (x).

Jest to znów formuła, czyli wyrażenie poprawnie zbudo-
wane, czyli gramatyczne, językaLP1. Możemy dalej
powiększác jej złożonósć, np. ujmując ją w nawias i łącząc
symbolem koniunkcji z pojedynczą zmienną zdaniowąp, i
tak dalej.

Indukcyjna metoda definiowania została wynaleziona na
potrzeby matematyki, ale jak widać z obecnego przykładu,
da się ją z powodzeniem stosować do zbiorów obiektów nie
będących przedmiotami matematycznymi. Na przykład, na
wzór definicji formuły można by zbudować definicję zda-
nia w języku polskim. Bogactwo tego języka i liczne nie-
regularnósci wielce by skomplikowały taką definicję induk-
cyjną, ale pozostaje ona możliwa, przynajmniej dla jakichś
fragmentów języka naturalnego.


