|V. Logika Predykatéw. Swiat
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Tto historyczne . Zbiory czyli klasy sa tym, z czym nie-
ustannie mamy do czynienia i w zmystowym postrzeganiu
Swiata i w rozumowaniu o nim. Idac8aeasciezka, po-
strzegam jej otoczenie jako drzewa, a wigc elementy pew-
nej klasy tworéw przyrody. Gdy wyrézniam3ardd nich
brzozy, debyswierki itd., to znowu mam na uwadze klasy;
tym razem takie, ktore sa zawarte w klasie drzew czyli sa
jej podzbiorami.

Nie tylko w postrzeganiu klasyfikujemy spontanicznie
przedmioty. Klasy sa wciaz obecne w naszych rozumo-
waniach. Oto adwokat dowodzi, ze jego klient nie mogt
dopuscic sie zarzucanej mu kradziezy. Jest on bowiem sza-
nowanym cztonkiem gminy religijnej, w ktorej kradziez jest
karana wydaleniem z owej spotec&tq a ze petni w niej
funkcje ksiegowego, jego uczcisd mogta zosta przeko-
nujaco stwierdzona. Wystepuje wiec w tej argumentaciji
zbior cztonkdw gminy, o ktérym sie twierdzi, ze jest on
roztaczny ze zbiorem osobnikéw zdolnych do kradziezy;
zaklada sie takze, iz klasa ksiegowych zawiera sie w klasie
ludzi, co do ktorych istnieje petna mozliso sprawdzenia
ich uczciwaci w sprawach majatkowych.

LW rozwazaniach takich jak obecne mamy do dyspozycji terminy, ‘klasa’
i ‘zbiér'. Uzywa sie ich zamiennie, @i nie bra& pod uwage, ze w pewnych
teoriach matematycznych kazdy z nich jest przeznaczony do innej roli (por.
ELF, XIll, 3). Poniewaz nie bedziemy tu nawiazyévdo owych teorii, mozemy
traktowa te terminy jako réwnoznaczne, co czasem utatwi wystowienie.
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Pomimo naturalngci i wszechobecrsei idei zbioru, up-
tynety wieki nim w toku dziejow logiki doczekata sie ona
refleksji teoretycznej i wystowienia w stosownej terminolo-
gii. Wsparta na idei zbioru logika predykatéw liczy sobie
nie wiele ponad sto lat. Dopdki jej nie byto, ludzie radzili
sobie z wigkszscia rozumowa ,na zdrowy rozum”, cho
oficjalnie miata do tego stuzyteoria logiczna zwanaylo-
gistykg stworzona okoto roku 350 przed Chr. przez Arys-
totelesa. Ale sylogistyka nie znata nazw indywiduowych
ani predykatow o wigkszej niz jeden liczbie argumentow,
byta wiec bezradna wobec wielu rozumawaniedzy in-
nymi w geometrii. W obrebie jednak rozumofva predy-
katami jednoargumentowymi radzita sobie niezle i dostar-
czyta wzorcascistasci, ktory przeorat gteboko umystoso
europejska; bez niej trudno sobie wyobtapbwstanie lo-
giki wspotczesnej, ktéra w potowie wieku 19go zaczeta sie
od algebraicznego ujecia sylogistyki.

Logike predykatow stworzyt razem z teoria funkcji
prawdziwgciowych Gottlob Frege [1879], rozwinegli Whi-
tehead i Russell [1913], a pewna zaawansowana @osta
nadali jej Hilbert i Ackermann [1928]. Obszerny jej wyktad
daje Grzegorczyk [1969, 1981]. W dawniejszych ujeciach
teoria predykatow nazywata sie rachunkiem funkcyjnym,
co da sig wyjanic tym, ze predykat jest rodzajem funktora,
ale nazwa ta jest nieadekwatna do aktualnego stanu logiki.
Istnieje tez terminologia oddajaca pewna hierarchie teorii
logicznych, mianowicie teorii zdaprzypisuje sie rzad ze-
rowy, teoria predykatow w wersji tu rozwazanej nazywa sie
logika pierwszego rzedu, potem idzie logika drugiego rzedu
itd. (wyjaSnienie tej hierarchii wymaga pojecia kwantyfika-
tora, ktore bedzie wprowadzone pozniej).

Konstrukcja rozdziatu . Tematyka logiki predykatow
jest na tyle rozlegta, ze zostata tu podzielona na trzy roz-
dziaty. Obecny ma charakter semantyczny (por. rozdz.



1. Czego dotyczy jezyk logiki predykatow 69

piaty, odc. 1.2), to znaczy rozwaza sie w nim stosunek lo-
giki do rzeczywist@ci, ktorej maja dotyczywnioskowania
kierowane regutami logicznymi. Owe reguty wnioskowa-
nia wissciwe logice predykatéw zostana przedstawione w
rozdziale nastepnym, &asposob, w jaki teoria predykatow
pomaga w konceptualizacji (jako drugim, obok wniosko-
wania, sktadniku rozumowm jest przedmiotem kolejnego
rozdziatu.

Rozdziat obecny obejmuje rozwazania nad tym, co
zaktada sie na temat rzeczywistd przez fakt takiej
a nie innej konstrukcji jezyka teorii predykatow, a w
szczegOlnsci jak wiaze sie pojecie predykatu z pojeciem
zbioru (czét 1). Potem nastepuje charakterystyka stownika
i sktadni omawiajaca budowe zidaatomowych i formut
zdaniowych oraz znaczenie kwantyfikatorow @&ze?),
wreszcie przedstawia sie towarzyszaca teorii predykatow
teorie identycznsci (cz&t 3).

1. Czego dotyczy jezyk logiki predykatow

1.1. O niepusto Sci dziedzin rzgdzonych prawami

logiki . Nie jest prawda, cho powiadali tak niektorzy,
ze logika jest o niczym.Ze dostarczaylko mechanizmu
jezykowego do przetwarzania jednych ad& inne — me-
chanizmu, ktéry gwarantuje, ze§je zdanie przetwarzane
jest prawdziwe, to i zdanie aeotrzymane jest prawdziwe.
Logika rzeczywscie dostarcza takiego mechanizmu, ale nie
ma powodu do owego ‘tylko’, ktérym forsuje sie teze, ze
za logika nie stoi zaden poglad, zadne widzesigata,
zaden wybor filozoficzny. A tak nie jest. | to z paru po-
wodow, z ktorych kazdy potwierdza teze o poznawczej roli
logiki. Juz odwotanie sie do pojecia prawdy czyni 6w “ni-
hilizm” niekonsekwentnym.Prawda to zgodrit sadu, lub

2 We wezéniejszej wersii (lata dwudzieste, Koto Widtie) definicja ta nie
zawierata przy stowie ‘zdanie’ przymiotnika ‘prawdziwe’, lecz zwrot ‘uznane
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wyrazajacego ten sad zdania, z rzeczyvé@sia. Czy teo-

ria logiczna moze uchydi sie od stanowiska wobec struk-
tury rzeczywist@&ci, a zarazem wykoao zadanie, ktérym
jest podanie metod wnioskowania niezawodnego? Nieza-
wodnego, to znaczy dajacego prawdziwy wniosek zawsze
wtedy, gdy prawdziwe sa przestanki. Jak zobaczymy w dal-
szych punktach, nie jest to mozliwe.

Przyjmuje sie o prawach logiki, ze sa one prawdziwe w
kazdej niepustej dziedzinie, to znaczy takiej, w ktorej ist-
nieje przynajmniej jeden przedmiot. Potrzebujemy bowiem
nastepujacych praw logiki (por. rozdz. piaty, odc. 1.1).

Al. Jssli ¢ (litera ta symbolizuje dowolne zdanie przyjetego

jezyka) jest prawda o kazdym przedmiocie z danej dzie-
dziny, toy jest prawda o pewnym oksonym przedmiocie

z tejze dziedziny.

A2. J&sli ¢ jest prawda o pewnym oksonym przedmiocie

z danej dziedziny, to istnieje w tej dziedzinie przedmiot, o
ktorym jest prawde.

Whiosek uzyskany z tych dwoch przestanek za pomoca
reguty sylogizmu hipotetycznego bedzie falszywy w dzie-
dzinie pustej, poniewaz jego poprzednik (zdanie ogdlne)
jest prawdziwy w tej dziedzinie, natomiast nastepnik jest w
niej fatszywy. Dlaczego poprzednik jest prawdziwy? Oto
np. zdanieKazdy jest krasnalemnaczy tyle, coNie ma
nikogo, kto by nie byt krasnalemDziedzina pusta jest to
taka, ktérej elementy stanowia zbior pusty; w zbiorzé za
pustym, czyli pozbawionym elementéw, powyzsze zdanie
jest prawdziwe, bo skoro nie ma w tym zbiorze niczego,

za teze systemu’, co uchyla zarzut niekonsekwencji. Stawia za to przed za-
gadka, w jaki sposéb logika unikajaca pojecia prawdy mogtaby dostamey

tody wnioskowania, ktéra gwarantuje, ze ze zdania prawdziwego nie powstanie
fatlszywe. Totez nikt nie postuluje obecnie rezygnacji z pojecia prawdy w logice
(dzieki przelomowej pracy Tarskiego [1933]), ale nie catkiem wygast 6w opor
wobec konfrontowania logiki z rzeczywistoia.
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to nie ma tez jakichkolwiek nie-krasnali. Przy tym praw-
dziwym poprzedniku oraz falszywym nastepniku (‘Istnieje
przynajmniej jeden krasnal’) cate zdanie warunkowe wy-
nikajace z przestanek Al i A2, mianowicie Slekazdy
jest krasnalem, to istnieje przynajmniej jeden krasnal’ jest
zdaniem fatszywym. A poniewaz wynika ono z praw lo-
giki (Al i A2) oraz z supozycji, ze prawa logiki sa praw-
dziwe takze w dziedzinie pustej, to trzeba odrzualbo

te supozycje, albo przynajmniej jedno z powyzszych praw.
Skoro nie odrzucamy zadnego z nich, to pozostaje odrzu-
cenie owej supozycji, a wiec przyjecie, ze gdy idzie o og6t
praw logiki, to dotyczy on wytacznie dziedzin niepustych
(chct niektore prawa moga zachowytvavaznaét takze w
pustej; por. Grzegorczyk [1969, s. 152]).

1.2. O strukturze Swiata wyznaczonej przez teorie
predykatéw . Gdy tre&sc pewnych praw logiki pociaga
powyzsza teze o niepustt, to z kolei sposéb ich
formutowania, bioracy sie z przyjetej sktadni, o&lew pe-
wien sposoéb strukture dziedzin, do ktérych stosuje sie lo-
gike; méwiac swobodniej, wyznacza on strukture rzeczy-
wistoSci?

Swiat zbioréw jest to nieskwzona hierarchia, u ktorej
podstawy znajduja sie klasy indywidudéw, np. klasa
zwierzat, ré&lin, itd. potem ida zbiory takich klas indy-
widuow, np. zbiér pewnych gatunkéw zwierzecych (ga-
tunki sa wszak klasami), powiedzmy Z, oraz zbiér pew-
nych gatunkéw rélinnych, powiedzmy R. Potem ida zbiory
zbioréw klas indywiduéw, np. zbidr utworzony z Z i R; i
tak dalej,ad infinitum Na poczatku mamy wiec indywidua,

3 Zaleznét te ilustruje fakt, ze pewni autorzy, kierujac sie motywami filozo-
ficznymi, przyjmuja systemy konkurencyjne wzgledem teorii predykatéw. Np.
Tadeusz Kotarlfiski (1886-1981), ktéry gtosit rodzaj materializmu nie dopusz-
czajacy istnienia zbioréw, postugiwat sie pewna logika alternatywna do teorii
predykatéw, zwana ontologia Eriewskiego; por. Kotarhski [1929].
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ktorym w jezyku (o ile dane indywiduum jest nazwane) od-
powiadaja nazwy indywiduowe, np. imiona wiasne. Co to
znaczy by indywiduum, nie da sie powiedZiev sposob
0go0Iny niczego wiecej, jak to, ze indywiduum nie jest zbio-
rem. Da sie natomiast lepiej powiedzjeo to jest indywi-
duum w danej badanej dziedzinie. Tak wiec indywiduami w
dziedzinie arytmetyki sa liczby, indywiduami w astronomii
sa ciata niebieskie, w zoologii zwierzeta, i tak dalej.

Predykat jest to wyrazenie, ktéremu jest zawsze przy-
porzadkowany jald zbiér czyli klasa (jak powiedziano
na wstepie, terminéw tych bedzie sie uzynsamiennie).
Moze to by jakas klasa obiektow nie bedacych zbiorami,
czyli klasaindywiduow, moze to by klasa zbioréw, klasa
zbioréw zbiorow itd. Tak wiec, podstawe obraauiata wy-
znaczonego przez teorie predykatow stanowia indywidua i
zbiory.

Nie jest to jeszcze caly obragwiata, ktéry jest nie-
odzowny w naszym nsjleniu i potocznym i naukowym. W
tym petniejszym obrazie nie mozemy sie d@dpez cech i
relacji. Na kazdym wszak kroku méwimy, ze&gest ja-
kies, czyli ma pewna ceche (inaczej, wtastip lub ze cé
pozostaje w takim to a takim stosunku (relacji) do cZgo
Poprzedni rozdziat pokazat nieodzovéopojecia relacji
u samych podstaw logiki, kiedy to funkcje, m.in. praw-
dziwosciowe definiuje sie jako pewna odmiane relacji, mia-
nowicie relacje jednoznaczne.

W dalszych rozwazaniach, by u@ac wystowienie
przez pozbycie sie zwrotu alternatywnego ‘cechy lub rela-
cje’, bedziemy traktow@cechy jako rodzaj relacji, miano-
wicie relacje jednocztonowe (inaczej, jednoargumentowe).
Analogicznie jak relacja orzekana o dwéch podmiotach na-
zywa sie dwucztonowa, tak whassi bedac orzekana o jed-
nym, zastuguje na miano jednocztonowej. Dlatego w tytule
tego rozdzialu mowa jest o indywiduach, zbiorach i rela-
cjach, z wkaczeniem cech do kategorii relaciji.



2. Budowa jezyka logiki predykatow 73

Z czysto teoretycznego punktu widzenia, takze wy-
odrebnianie relacji jest zbedne, poniewaz kazdej relacji
jest przyporzadkowany jakizbior, np. cesze (relacji jed-
nocztonowej) jaka jest ziefejest przyporzadkowany zbi6r
rzeczy zielonych, a relacji, jaka jest matstwo jest przy-
porzadkowany zbior par malaskich. Zauwazmy, ze w
tym drugim przypadku elementami zbioru nie sa pojedyn-
cze przedmioty lecz ich pary, a wiec zbiory dwuelemen-
towe. | tak owa relacja okazuje sie dybiorem pew-
nych zbioréw, przez co samo pojecie relacji mozna wyeli-
minowet. Podobnie relacje tréjcztonowe zredukuje sie do
zbioréw, ktorych elementami sa tréjki przedmiotow, czyli
zbiory tréjelementowe, i tak dalej.

Tego rodzaju redukcja jest waznym osiagnieciem teore-
tycznym, totez bedziemy z niej korzystasr odpowiednich
punktach. Majac ja w ten sposob na uwadze, nie bedziemy
jednak rezygnow@z terminéw ‘cecha’ czy ‘relacja’, ktére
sa w pewnych kontekstach niezbedne, a przy tym tak wroste
w nasze mglenie oSwiecie, ze bez nich trudno by cokol-
wiek wystowic.

2. Budowa jezyka logiki predykatow

2.1.Budowa zda h atomowych . Dzieki rachunkowi
zdan, czyli logice funkcji prawdziwéciowych, potrafimy
analizow& zdania ztozone i ustadareguty wnioskowa-
nia w zaleznéci od rodzaju zlozenia. Na tym jednak lo-
gika sie nie kaczy. Zdanie reprezentowane w funkcji
prawdziwdciowej przez pojedyncza zmienna ma tez gaka
wewnetrzna strukture, od ktérej moze zalep®prawnst
wnioskowania. Aby zdasprawe z tej struktury, zaczynamy
od wprowadzenia pojecia zdania atomowego.

W wyjasnieniu tego pojecia pomaga, ¢hiylko do pew-
nego punktu, gramatyczne rozroznienie podmiotu i orze-
czenia — przy zalozeniu, ze podmiotem jest nazwa indy-
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widuowa, na przykfad imie wtasne. W najprostszym przy-
padku orzeczenie jest predykatem zdaniotwdérczym od jed-
nego argumentu nazwowego (tj. o wskazn#un, jak to
ilustruja zdaniaSokrates przemawiezy Sokrates sie prze-
chadza.

Odejdziemy jednak od tradycyjnej gramatyki, gdy trze-
ba sie ustosunkovedo zd#@ w rodzajuPlaton jest uczniem
Sokratesato jest takich, w ktérych pojawia sie relacja dwu-
lub wiecej-cztonowa. Tradycyjny gramatyk bedzie i ta-
kie zdania dzielit na czton podmiotu i czton orzeczenia,
uznajac za orzeczenie caly zwhest uczniem Sokratesa
Postepowanie takie potrafi tez usprawiedbiteéoria kate-
gorii sktadniowych, przypisujac temu zwrotowi kategorie
s/l n, potem trzeba jeszcze obliczkategorie zwrotyjest
uczniemjako funktora funktorotworczego do jednego argu-
mentu nazwowego, co da wynik sioskomplikowany, ale
nie musimy tym sie zajmovza poniewaz w logice predy-
katow bierze sie kurs na inne rozwiazanie.

Zachowujac idee predykatu wyrazona w jego iakiej
etymologii (praedicoznaczy orzekam), uogolniamy pojecie
predykatu w taki sposéb, ze bedace nim wyrazenie nadaje
sie do orzekania o wigcej niz jednym podmiocie. A za-
tem, zdaniePlaton jest uczniem Sokratesazeka o dwoch
podmiotach, Platonie i Sokratesie: zdanie to orzeka zacho-
dzenie relacji, ze pierwszy jest uczniem drugiego; ma wiec
ono kategorie sktadniowa/ nn Predykat orzekajacy relacje
trojczitonowa ma kategorig/ nnn i tak dalej.

Zdanie ztozone z predykatu oraz tylu nazw, ile wymaga
kategoria sktadniowa danego predykatu Skaeny termi-
nem zdanie atomowe OKkreslenie to uzasadnia sie oko-
licznoScia, ze zadna cge takiego zdania nie jest juz zda-
niem, jest wiec ono w konstrukcjach syntaktycznych caym
podobnym do atomu.

Od strony semantycznej, zdanie atomowe charakteryzuje
sie tym, ze stwierdza nalezenie pewnego indywiduum do
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jakiega zbioru pojedynczych indywidudw, lub (w przy-
padku relacji dwucztonowej) nalezenie pewnej pary indy-
widubw do jakiegé zbioru par (np. Adama i Ewy do zbioru
matzehstw), albo nalezenie pewnej tréjki indywiduéw do
jakiega zbioru trojek, i tak dalej. W pierwszym przypadku
wystepuje predykat jednoargumentowy, w drugim dwuar-
gumentowy, a w trzecim trGjargumentowy.

2.2. Predykaty, state i zmienne, formuty atomowe

W charakterystyce zdania atomowego zawiera sig informa-
cja, ze do jezyka logiki predykatéw naleza predykaty oraz
nazwy indywiduowe, w szczegdlgoi imiona wikasne; w
roli takich nazw moga wystepowaezzaimki pod warun-
kiem, ze ich odniesienie jest widoczne z kontekstu. Gdy
rozwazamy zastosowania logiki w sposéb ogdlny, to znaczy
nie majac na uwadze, olgienych indywidudw, zbioréw i
relacji, to zamiast predykatow i nazw uzywamy pojedyn-
czych liter, odrézniajac umownie jedna kategorie od drugiej
np. w ten sposob, ze predykatami sa duze litery (wersaliki)
od P do S, a nazwami mate litery od do d¢; gdy zabrak-

nie tych symboli, mozemy je dowolnie rozmnézdodajac
wskazniki cyfrowe u dotu, npay, as, b1, P, Qio01-

Regufa sktadniowa dotyczaca budowaniafz@domo-
wych przepisuje kolejrit: najpierw predykat, potem argu-
menty, te drugie podawane zwykle w nawiasach i oddzie-
lane przecinkami.Oto przyktady:P(a), Q(a,c), R(d,a,b).

Oprocz nazw indywiduowych i predykatéw naleza do
stownikalogiki pierwszego rzedamienne indywiduowe
to jest symbole, ktére wystepuja w roli argumentow predy-
katu i bez naruszenia poprawso sktadniowej moga iy
zastepowane nazwami indywiduowymi. W tym kortteie,

4 Czasem stosuije sie notacje bez nawiaséw i przecinkéw; czasem pezy-
padku predykatéw dwuargumentowych, i taka, ze predykat znajduje sie migdzy
argumentami, npa Rc, na wzéra = b.
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nazwy indywiduowe bywaja tez olgkane jakostate indy-
widuowe, dla przeciwstawienia ich zmiennym z tejze, od-
noszacej sie do indywiduow, kategorii. Zmienne indywidu-
owe bierzemy zwykle z kiica alfabetu jako mate liteny, w,
X, Y, Z

Podane wyzej zastrzezenie, ze chodzi tu o teorie zwana
logika pierwszego rzedu jest potrzebne dla odréznienia od
logiki drugiego rzedu, ktora zawiera tez zmienne predy-
katowe. Nie bedziemy tu korzysta tej bardziej zaawan-
sowanej teorii; trzeba ja jednak wspomijidy uprzed4i
pytanie, dlaczego wprowadza sie zmienne indywiduowe,
paralelnie do nazw indywiduowych, a brakuje takiej pa-
raleli w przypadku predykatoéw. Jest to tez moment, by
powtorzy¢ z naciskiem, ze litery uzywane w logice pierw-
szego rzedu jako predykaty nie sa symbolami zmiennymi
(mimo, ze skadinad litery wystepuja w roli zmiennych),
lecz sa przyktadowymi predykatami, majacymi te zalete,
ze sa krotkie i nie odwracaja uwagi ku jalsepbule; np.
P(c) jest rébwnie konkretnym zdaniem atomowym j&ly-
cero przemawiaale w wyktadzie logiki bywa wygodniej
postuzyt sie raczej pierwszym niz drugim.

Wyrazenie zlozone z predykatu i majacé&rad argu-
mentéw przynajmniej jedna zmienna indywiduowa, ap.
okreslat bedziemy terminerformuta zdaniowa.’

2.3. Kwantyfikatory. Ich rola i sposéb zapisu. Wy-
liczywszy jako elementy naszego jezyka predykaty, nazwy
(state) indywiduowe i zmienne indywiduowe, zamykamy te
liste wymieniajac na niekwantyfikatory . Ich rola w lo-
gice predykatow jest analogiczna do roli funktoréw praw-
dziwosciowych w logice zda — w tym sensie, ze jedne

5 Terminologia w tej sprawie nie jest w petni ustalona. Np. MEL rejestruje
termin ‘funkcja propozycjonalna’ w tym sensie, ktory przydziela sie tu termi-
nowi ‘formuta zdaniowa’; czasem tez wystepuje w tej roli termin ‘funkcja zda-
niowa’ (por. Grzegorczyk [1969]).
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i drugie naleza dastatych logicznych to jest tych sym-
boli, od ktérych uzycia zalezy poprawsownioskowania
opisana odpowiednimi regutami. Odwotujac sie w tym
okresleniu do terminureguta wnioskowanig’bierzemy go

w znaczeniu zdefiniowanym przez podanie listy takich regut
— jak lista rozwazana w nastepnym rozdziale.

W klasycznej logice pierwszego rzedu mamy dwa kwan-
tyfikatory; kazdy z nich stuzy do poprzedzania formuty
zdaniowej w celu wskazania, do ilu indywiduéw nalezy
te formute odni&, mianowicie czy do wszystkich, czy do
niektorych, przy czym ‘niektére’ znaczy tyle, co ‘przynaj-
mniej jeden’. Jest to co prawda, &ogolnikowe okrélenie
ilo&ci, ale wystarcza dla teorii wnioskowania. Nie zawa-
hano sie wiec uktinazwe nawiazujaca do owego zadania
okreslania ilasci, ktéra w tacinie oddaje stowquantumlub
quantitas tak powstato stowo ‘kwantyfikator’.

Kwantyfikator stuzacy do powiedzenia, ze poprzedzona
nim formuta odnosi sie do wszystkich podstaiviea
(wskazana przy tym kwantyfikatorze) zmienna, nosi miano
kwantyfikator ogélny. Na przyktad, gdy ustalimy, ze
zmienna iz’ odnosi sie do elementow zbioru chmur, to zda-
nie 'v,Q(x)’, gdy predykat &’ czytamy ‘powstaje z pary
wodnej’, powiada, ze wszystkie chmury powstaja z pary
wodnej; w innym wystowieniu: kazda chmura powstaje z
pary wodnej.

Kwantyfikator stuzacy do powiedzenia, ze poprzedzona
nim formuta odnosi sie do przynajmniej jednego podstawie-
nia za (wskazana przy tym kwantyfikatorze) zmienna, jest
okreslany jakokwantyfikator egzystencjalny. Gdy usta-
limy, ze zmiennaz’ odnosi sig, powiedzmy, do elementéw
zbioru chmur, to zdanies, Q(x)’, gdy predykat ' czytamy
jak wyzej, powiada, ze przynajmniej jedna chmura powstaje
z pary wodnej. Kwantyfikator egzystencjalny nazywa sie
tezszczegOtowyna zapis 3, ... moze byt czytany na pare
sposobow: ‘istnieje takie, ze ...’ lub ‘dla pewnegoz. ..’
lub ‘dla niektérychsz ... .
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Nie jest to jedyna mozliwa notacja dla kwantyfika-
toréw. Nieraz spotyka sie kwantyfikator ogolny w ksztatcie
powiekszonego symbolu koniunkcji, a kwantyfikator eg-
zystencjalny w ksztalcie powiekszonego symbolu alterna-

tywy. | tak:
zamiastv,p(z) piszemyA zp(z);
zamiast, p(z) piszemy\/ z¢(z).

Symbolika jest, oczyvécie sprawa umowy i z teore-
tycznego punktu widzenia jest obojetne, jakich oznacze
bedziemy uzywa. Nie jest to jednak obojetne, gdy pa-
trzec pod katem sterowania przez symbolike procesami
konceptualizacji (to samo dotyczy terminologii nie-symbo-
licznej)s

Graficzne podobigstwo kwantyfikatora ogélnego i sym-
bolu koniunkcji wskazuje na to, ze formuta nim po-
przedzona jest skondensowana koniunkcja; w analogiczny
sposob kwantyfikator egzystencjalny wiaze sie z alterna-
tywa. Zatdézmy, dla przyktadu, ze zmienna indywiduawa
odnosi sie do dwuelementowego zbioru miesei@v raju,
mianowicie Adama (w skrécie, a) i Ewy (e); niech pre-
dykat ‘P’ odnosi sie do cechy pracowst. Wtedy beda
réownowazne (parami) nastepujace zdania:

NzP(x) — P(a)&P(e);
VzP(x) — P(a) V P(e).

6 Sa autorzy, ktérzy lekcewaza ten aspekt symboliki i terminologii. Dlatego
warto przypomnié, ze przywiazywali do niego wielka wage tacy koryfeusze
matematyki i filozofii jak Gottfried Wilhelm Leibniz i Georg Cantor. Ten drugi,
tworzac z gruntu nowa dyscypline matematyczna, teorie msmgkazdemu
wprowadzanemu symbolowi pwiecat wiele namystu, nieraz korespondujac w
tej sprawie z kolegami. Leibniz stawiat przed jezykiem symbolicznym wyma-
ganie, zeby petnit on dla umystu taka role jak Airiadny prowadzaca Tezeusza
w labiryncie, stad jego ok&tenie jezyka jakdilum cogitationig(tj. nic, a zara-
zem, sposoéb, ngfenia).
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Zalety teoretyczne tej symboliki, polegajace na ukazaniu
zwiazkéw pojeciowych z funktorami logiki zda sa oku-
pione mniejsza jej przejrzystoia. Totez uzywabedziemy
dalej symboliki z odwroconymi ‘A'i ‘E’ jako przejrzystszej,

a nie pozbawionej waloréw dydaktycznych. Litery te wska-
zuja na stosunek kwantyfikatorow do jezyka naturalnego,
wziety sie bowiem z ich odczytywania w szeroko znanych
jezykach: ¥ pochodzi od ‘A" w angielskimall i niemiec-
kim alles (wszystko), z& ‘3" od ‘E’ w angielskim existsi
niemieckimexistiert(istnieje)”

2.4. Zmienne wolne i zwigzane. Zasieg kwantyfi-
katora. Charakterystyczne dla jezyka logiki predykatow
sa pojecia zasiegu kwantyfikatora, zmiennej zwiazanej i
zmiennej wolnej. Trzeba je rozuntiev facznéci z gra-
matycznym zjawiskiem zasiegu funktora, zaznaczanego za
pomoca nawiaséw lub innydrodkéw interpunkcyjnych.

W jezyku naturalnym, ktory w tworzeniu struktur
sktadniowych nie postuguje sie tak konsekwentnie jak
jezyk logiki srodkami interpunkcji (majac za to bogactwo
Srodkow intonacyjnych), zasieg funktora nie zawsze jest w
pemni okreslony, skad bierze sie czasem brak sktadniowej
jednoznaczngci. Wezmy dla przyktadu funktor negacji w
zdaniu:

(2) Plan nie zostat catkowicie wykonany.

(cytat z gazety z epoki gospodarki planowej). Zdanie to
ma trzy interpretacje w zalezgoi od zasiegu stowka ‘nie’,
mianowicie:

(Z,) Plan zostat catkowicie nie—wykonany.

(Z,) Plan zostat wykonany [ale] nie—catkowicie.

(Zs) Nieprawda, ze plan zostat catkowicie wykonany.

7 W sprawie jeszcze innych notacji zob. ELF, rozdz. XLVII, odc. 3.8.



80 | V. Logika Predykatow. Swiat indywiduéw, zbioréw i relaci

W dwdch pierwszych interpretacjach zasiegiem funktora
negacji jest wyrazenie oddzielone od niego kreska, co
daje w kazdym przypadku inne znaczenie; wj&st ono
uwyraznione dodatkiem dorginego ‘ale’, ktérego funkcja
moze by zrealizowana takzsrodkami intonacyjnymi. W
trzeciej interpretacji w zasiegu przeczenia jest cate zdanie,
ktére bedzie prawdziwe zarowno przy pierwszej jak i przy
drugiej interpretaciji, tj. zaréwno wtedy gdy planu nie wy-
konano w ogodle, jak i wtedy, gdy zostat wykonany tylko
czesciowo; jest to wiec wypowiedz bardziej niz przy po-
przednich interpretacjach ogolnikowa.

W powyzszym przykfadzie ujednoznacznienie struktury
dokonuje sie przez zmiane szyku w przypadku interpreta-
Cji Z,12Z,, z&8 w Z; przez cé podobnego do nawiasu, bo
stowko ‘ze’ zapowiada pojawienie sige po nim catego zdania
(tzw. zdania zaleznego), a wiec wyznacza tu zasieg nega-
cji podobnie jak uczynitby to nawias w takiej oto (raczej
sztucznej) konstrukciji:

Zs, nieprawda (plan zostat catkowicie wykonany).

Te odniesienia do swojskiej polszczyzny powinny
pomoc w ujeciu roli nawiasow w wyrazeniach z kwan-
tyfikatorami. Zarazem, pojawi sie zjawisko nieznane w
jezyku naturalnym — wiazanie zmiennych przez kwanty-
fikatory. Zamiast opisyw@ je teoretycznie, wygnijmy
je na przyktadach, ktére w tym przypadku stanowia wy-
starczajacy ekwiwalent teorii. Rozwazmy trzy nastepujace
formuty zdaniowe:

Vo3yR(x,y), Vo.R(z,y), I,R(z,y).

W pierwszej z nich zwiazane sa obie zmienne, w drugim
tylko pierwsza zmienna, w trzecim tylko druga. Zmienna,
ktéra w danej formule nie jest zwiazana nazywa sie w
niej zmienna wolng z& zmienna zwiazanajest ta, ktéra
ma ksztatt identyczny z litera w sasiedztwie kwantyfika-
tora. O kwantyfikatorze majacym beZ&sednio po sobie
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(w niektérych notacjach pod soba) litere identyczna co do
ksztattu (ch@ moze by innej wielkdsci) ze zmienna w
nastepujacej dalej formule atomowej méwi sig, ze wiaze on
te zmienna.

Gdy idzie o formuty nie bedace atomowymi, wiazanie
zmiennej wymagasrodkow sktadniowych w rodzaju na-
wiasOw. Poréwnajmy formute

v, P(2)&Q(x) z formuta v, (P(z)&Q(x)).

W pierwszej z nich kwantyfikator wiaze tylko pierwsze
wystapienie zmiennejz', w drugim oba jej wystapienia.
W obu przypadkach powiemy o zmiennej,‘ze jest w da-

nej formule zwiazana. Tym, co r6zni powyzsze formuty jest
zasieg kwantyfikatora W pierwszej z nich znajduje sie w
jego zasiegu jedynie pierwszy czton koniunkcji, w drugiej
zas cata koniunkcja, a to z powodu obejmujacego ja cata
nawiasu, ktéry zaczyna sie po kwantyfikatorze. Ten pro-
sty przypadek powinien ukazg@rawa zasiegu i wiazania w
sposoOb wystarczajacy do ich rozpoznawania takze w przy-
padkach bardziej skomplikowanych; nawiasy bowiem sa
znakami, ktére swoj sens same Wsfjiaja.

2.5. Definicja formuly logiki predykatow. Wykorzy-
stanie jej jako przyktadu definicji indukcyjnej . To,
co w obecnym rozdziale powiedziano o jezyku logiki pre-
dykatéw pierwszego rzedu zostanie obecnie podsumowane
w jednej definicji, ktdra z duza doktadacia okréli, co jest
formuta w tym jezyku. Pod wzgledem metody definiowania
nalezy ona do klasy definicji indukcyjnych, na tyle waznej
dla metod definiowania, ze — przy okazji wystapienia jej
po raz pierwszy — jest miejsce na stosowny komentarz me-
todologiczny, dzigki ktéremu i t&& definicji stanie sig zro-
zumialsza.

Definicja indukcyjna, zwana tezekurencyjnadotyczy
predykatu lub symbolu funkcyjnego, charakteryzuje wiec
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jakis zbiér? Tutaj jest to zbidr formut rozwazanego jezyka
logiki pierwszego rzedu, w skrocidP,’; oznaczmy ten
zbiér przez F'. Nastepujace dalej okstenie predykatu
‘jest formutaLP,’ sktada sie — jak kazda definicja induk-
cyjna — z dwéch warunkéw. Warunek vggiowy wymie-
nia formuty, o ktérych sie przyjmuje, ze juz sa elemen-
tami F, a warunek indukcyjny wymienia operacje, ktére
przeksztatcaja elementy zbiofd (juz w nim obecne) w
nowe jego elementy. Mdwiac obrazowo, definicja induk-
cyjna jest to recepta na rozpoznanie, ktére elementy juz sa
w danym zbiorze (warunek w§giowy) oraz na produko-
wanie nowych z dotychczas sie tam znajdujacych (waru-
nek indukcyjny). Metoda ta ok&ta zbiory o potencjalnie
nieskaczonej liczbie elementéw, poniewaz operacje pro-
dukujace nowe elementy mozna powtdrgmwolnie wiele
razy.

Oto definicja indukcyjna formuty jezykhP;.
Warunek wygciowy:
Formuta jezykd_P, jest kazde wyrazenie, ktére jest badz
(a) pojedyncza zmienna zdaniowa, bad#j jest ztozone z
predykatun-argumentowego (gdzie=1, 2, 3 etc.) oraz
n symboli, ktérymi sa state indywiduowe lub zmienne in-
dywiduowe. Wyrazenie opisane w punkdienazywa sie
formuta atomowa.’
Warunek indukcyjny:
Formuta jezykal P, jest réwniez kazde wyrazenie po-
wstajace w wyniku jednej z nastepujacych operaciji:

8 Pojecie zbioru wprowadza sie za pomoca logiki predykatéw w rozdziale
széstym; wystarczy jednak diedzenia obecnych wywodéw sam ich kontekst
wraz z intuicyjnym, obecnym na codrigv mysleniu, pojeciem zbioru.

9 Przypomnijmy, ze gdy w formule atomowej wystepuja same state indy-
widuowe, np. imiona wlasne, nazywa sie ona zdaniem atomowym; tak wiec,
kazde zdanie atomowe jest formuta atomowa, mianowicie jej granicznym przy-
padkiem (pozbawionym zmiennych), podczas gdy nie kazda formuta atomowa
jest zdaniem atomowym (nie jest nim, gdy zawiera bodaj jedna zmienna).
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(1) poprzedzenie formuty funktorem negacji;

(2) potaczenie dwoéch formut funktorem koniunkcji lub

alternatywy, implikacji, rbwnowazrszi;

(3) poprzedzenie formuty kwantyfikatorem ogélnym lub

egzystencjalnym.

Kazda wiec formuta powstaje z formut atomowych przez
zastosowanie ikerazy operacji 1, 2, 3. Na przykfad, zaczy-
namy od formuty atomowep(z), poprzedzamy ja funkto-
rem negacji, a potem kwantyfikatorem ogélnym. Tak po-
wstaje formutar, ~ P(x). Mozna tez wpierw dopigskwan-
tyfikator, a potem negacje, co dav,P(x). Teraz, biorac
jeden z symboli wymienionych w warunku 2, np. funktor
implikacji, mozemy potaczy dwie juz utworzone formuty,
otrzymujac wyrazenie:

Vy ~ P(z) = ~V,P(z).

Jest to znéw formuta, czyli wyrazenie poprawnie zbudo-
wane, czyli gramatyczne, jezykaP,. Mozemy dalej
powieksz& jej ztozondt, np. ujmujac ja w nawias i taczac
symbolem koniunkcji z pojedyncza zmienna zdaniowa
tak dale;.

Indukcyjna metoda definiowania zostata wynaleziona na
potrzeby matematyki, ale jak wida obecnego przyktadu,
da sig ja z powodzeniem stosando zbioréw obiektow nie
bedacych przedmiotami matematycznymi. Na przyktad, na
wzor definicji formuty mozna by zbudowadefinicje zda-
nia w jezyku polskim. Bogactwo tego jezyka i liczne nie-
regularngci wielce by skomplikowaty taka definicje induk-
cyjna, ale pozostaje ona mozliwa, przynajmniej dla jakich
fragmentow jezyka naturalnego.



