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Rozwéj pojecia zbioru.

Niestety nie mogg uczestniczy¢ osobiscie w dzisiejszej sesji, dlatego tez — za uprzejma zgoda
Organizatoréw - zdecydowalem si¢ dostarczy¢ dwa teksty na jej potrzeby. Jeden dtuzszy, w
ktorym omawiam istotne punkty dotyczace historycznego procesu tworzenia si¢ pojecia
zbioru i drugi, przeznaczony do odczytania i zawierajacy uzupetniajace wyjasnienia, ktore
tlumacza, gdzie w rozwoju pojgcia zbioru ujawniaja si¢ czynniki kulturowe. By¢ moze w ten
sposob bede mogl wzia¢ udzial w dyskusji, gdyz obydwa teksty dostarczaja odpowiedzi na
pewne watpliwosci, ktore moim zdaniem moga powsta¢ u stuchaczy. Wystarczajacym
warunkiem takiej dyskusji jest jednak uprzednia znajomos$¢ obydwu tekstow.

Na poczatku wyjasnie¢ w skrdcie moje stanowisko odnosnie do kulturowych uwarunkowan
rozwoju poje¢ logiczno-matematycznych. Przede wszystkim, pomimo istnienia takich
uwarunkowan, nie jestem w najmniejszym nawet stopniu ,kulturowym wariabilista” w tej
kwestii. Przez ,,kulturowy wariabilizm” rozumiem taka forme historyzmu, ktora twierdzi, ze
pojecia matematyczne albo w ogdle nie istnieja, albo anything goes odnosnie ich zawartos$ci,
tj. ze nie posiadaja one zadnej ,,sztywnej istoty”, ich tres¢ moze by¢ catkowicie dowolnie
okreslona — jak w przypadku fikcyjnych postaci czy zdarzen literackich — oraz, ze konkretna
ich zawartos¢ jest rezultatem jedynie zewnetrznych uwarunkowan historyczno-kulturowych.
Brak posiadania ,,sztywnej istoty” mogg roboczo wyjasni¢ uzywajac terminologii R.
Ingardena, w ktorej tego typu twory nazywane sa ,,przedmiotami czysto intencjonalnymi” i sa
przeciwstawiane ,,ideom”, ktdre posiadaja ,,logiczng” istote.

Moim zdaniem, nawet je$li nie istnieje wspomniana ,,sztywna istota” poje¢ matematycznych,
przez co rozumiem, ze zawartos¢ takich poje¢ moze by¢ okreslana w duzym stopniu
konwencjonalnie, to jednak, jesli juz zostala ona okre§lona i pomyslana, to istnieje (idealna)
mozliwos¢ pomyslenia jej (,,uchwycenia”, ,ujecia”, intelektualnego odtworzenia) w
doktadnie tym samym sensie przez dany podmiot §wiadomy (osobg) w ,,innym czasie” oraz
przez inne podmioty $wiadome. Mozliwos¢ uchwycenia ,,tego samego sensu” jest warunkiem
jakiegokolwiek rozumienia. Bez tej mozliwosci, ktora realizuje si¢ takze w dowolnej pracy
intelektualnej jednej 1 tej samej osoby — nie istnieje nie tylko nauka, ale takze kultura. Bez tej
mozliwo$ci nie bylibySmy w stanie kontynuowa¢ naszych wczesniejszych ,,mysli”, na
przyktad dotyczacych wynikow pracy z dnia wczorajszego lub sformutowanych cho¢by tylko
przed chwila. Podobnego zdania byli Gottlob Frege i Edmund Husserl.
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Mozliwo$¢ uchwycenia tego samego sensu dokonuje si¢ prawie automatycznie w danej epoce
historycznej lub pomigdzy ludzmi z tego samego krggu kulturowego. Inaczej jest natomiast z
rozumieniem i uchwyceniem sensu dziet z dawnych, minionych epok, na przyktad Elementow
Euklidesa. Okazuje sig, ze wtedy potrzebna jest rekonstrukcja takiego sensu. W wyniku
rekonstrukcji odstaniaja si¢ nieuswiadomione determinanty uchwycenia ,,tego samego sensu”
poje¢. Tworza one zwarta strukturg, ktora nie pozwala na traktowanie poszczegdlnych pojec
w oderwaniu, czyli jako zamknigtych w sobie, idealnych cato$ci znaczeniowych. Strukturg
taka nazywam ,,horyzontem hermeneutycznym”.

Jest zdumiewajacym faktem, cieckawym nawet jako jedynie teoretyczna mozliwos¢, ze tekst
Elementow Euklidesa moze by¢ rozumiany w catkowicie roznych ,,modelach intuicyjnych”.
W dzisiejszych czasach, wigkszo$¢ czytelnikow, zardwno zawodowych historykow
matematyki 1 matematykow, jak 1 uczniow w szkole podstawowej, czytajac Elementy bedzie
rozumiata i dowodzila podane tam twierdzenia w catkowicie innym zestawie wyobrazen i
intuicji niz te, ktérych zapewne uzywat Euklides. Na przyktad, w nieuswiadomiony sposéb —
nieuswiadomiony w tym sensie, ze nie wida¢ innej mozliwosci, nie§wiadomy jest wigc
mimowolny wybor (,,rozdwojenia”, o ktorych mowig¢ w tekscie pierwszym) — dla otrzymania
naturalnej ,bazy intuicyjnej” dla rozumienia tekstu, umieszczamy cato§¢ rozwazanh w
nieskonczonej przestrzeni ,.euklidesowej”. Proste 1 plaszczyzny takze uznamy za
nieskonczone, a odcinki 1 figury za posiadajace liczbowo wyrazalne dlugosci i pola.
Dodatkowym elementem bgdzie intuicyjnie domniemana ciagto$¢ ,,przestrzeni”, rozumiana
jednak jako ciaglo$¢ zbioru ztozonego z punktow. Na przyjgcie tego wszystkiego pozwala
stosowanie wspotczesnych poje¢ matematycznych (takich jak liczba rzeczywista, pojecie
pierwiastka, etc.) i wspolczesnej notacji algebraicznej do wyjasniania ,,archaicznych”
dowodéw Euklidesa, jak to czynia wszyscy znani mi badacze i historycy matematyki.
Pomijam fakt, Ze mozliwo$¢ przeprowadzenia tego wszystkiego zaklada ponadto
kumulatywny model rozwoju wiedzy matematycznej.

Jesli gdzie§ pojawiaja si¢ ewidentne trudnos$ci w zrozumieniu tekstu, ttumaczy si¢ to jego
uszkodzeniem, ,,archaiczno$cia” lub naiwno$cia autora. Sprobujmy jednak sami podacd
definicj¢ ,,punktu”, ,,prostej” czy ,,przestrzeni”’ nie odwolujac si¢ do zadnych istniejacych
teorii matematycznych, lecz starajac si¢ tylko wyjasni¢, co faktycznie jest domniemane w
naszej intuicji intelektualnej w zawartosci tych pojec¢. Przekonamy si¢ wtedy, ze starozytne
definicje (np. ,,punktem jest to, co nie ma czgsci”) nie s3 naiwne ani prymitywne.

Przedstawione w Elementach teorie matematyczne, nie sa takze bynajmniej jednq teoria, lecz
stanowia konglomerat szeregu, czg¢sto catkowicie réznych 1 roznego autorstwa teorii, ktore
staraja si¢ poda¢ rozwiazania kilku podstawowych trudno$ci matematycznych, przed jakimi
stala matematyka starozytna, powstatymi gtownie w wyniku odkrycia przez pitagorejczykow
niewspotmiernosci. Tylko odtworzenie i zrekonstruowanie tych probleméw i1 wyrazne
okreslenie podstawowych $rodkéw dostgpnych dla matematyka starozytnego wraz z
ustaleniem tego, co bylo dla niego ,,automatycznie oczywiste”, a wigc ,,postawienie si¢” w
jego sytuacji kulturowej 1 intelektualnej, pozwala zrozumie¢ istote jego zamiaroOw i sposob ich
realizacji.

Po $wiadomej i metodycznej rekonstrukcji starozytnego horyzontu hermeneutycznego dla
owczesnej matematyki, mozemy uprawia¢ matematyke starozytna, tak jak uprawialiby ja
Euklides, Teajtet czy Apoloniusz. Podalem przyklad takiej teorii, stanowiacej druga
,hiespisana” przez Euklidesa czes¢ X ksiegi Elementow. W analogiczny sposob cztowiek



wspotczesny, nawet uczen, moze odkrywac twierdzenia geometryczne, na przyklad, ze
srednica dzieli okrag na potowy (najstarsze znane nam udowodnione przez Talesa twierdzenie
geometryczne) lub wlasnosci trojkatow, bez zadnej $wiadomosci, ze Euklides podat
identyczne dowody. Horyzont hermeneutyczny nie jest teoretyczna konstrukcja, lecz mozemy
doswiadczy¢ jego dzialania w najprostszych aktach intelektualnych. Jest to struktura
ontologiczno-fenomenologiczna.

W wyniku rekonstrukcji horyzontu dla matematyki starozytnej okazato sig, ze geometria w
Elementach jest tworzona w innym S$rodowisku intuicyjnym, niz to, ktorego doswiadczamy
wspolczesnie umiejscawiajac  nasze trojkaty, odcinki, proste 1 okrggi na scenie
nieskonczonych ptaszczyzn i w nieskonczonej przestrzeni. Jesli wige dzisiaj, rozumiemy
pojecia geometryczne w inny sposob 1 taki inny sposéb ich rozumienia istnieje chocby tylko
jako mozliwo$¢ teoretyczna, oznacza to, ze wybor takiego modelu intuicyjnego jest
uwarunkowany nie tylko matematycznie.

Domyslam sig¢, ze koncepcja horyzontu hermeneutycznego, jego ,.tajemniczej” ewolucji wraz
z rozwazaniami o ilosci poje¢ intuicyjnych zbioru, moze by¢ traktowana jako niepotrzebny i
nies$cisty wymyst. Dlatego, dla potrzeb tego wystapienia musz¢ dodac¢ kilku stow wyjasnienia
jak odbywa sig rekonstrukcja horyzontu dla matematyki starozytne;.

Najpierw, z dostgpnych Zrddet historycznych mozna uzyska¢ liste¢ podstawowych intuicji,
wyobrazen 1 dozwolonych intuicyjnych operacji. Dla matematyki sprawa jest o tyle
utatwiona, Ze matematyka sama — zwlaszcza starozytna - jest analiza horyzontu
hermeneutycznego w danej epoce. Wspomniana lista obejmuje wigc, na przyktad, mozliwos¢
polaczenia dowolnych punktéw linia prosta, mozliwos¢ wykres§lenia okrggu w dowolnym
punkcie i dowolnym odcinkiem, mozliwos¢ przedtuzania odcinka w jedna lub w dwie strony,
mozliwo§¢ dzielenia odcinka itp. Je§li w Elementach nie ma pojgcia przestrzeni,
nieskonczonej prostej i ptaszczyzny, to nie znajda si¢ one na liscie. Szybko okaze sig, ze
istniejq rozne listy dla matematyki starozytnej charakterystyczne dla réznych Zrédel, oraz ze,
na przyktad, pojecia nieskonczone lub metryczne moga wystgpowaé w czasach przed
Euklidesem i po Euklidesie. Pojecie ,,listy” zbytnio upraszcza sprawg i, oczywiscie, nie jest
jedyna stosowana w rekonstrukcji metoda, ale nie moge wchodzi¢ tu w szczegoty. Dodam
jedynie, ze kolejna metoda jest poszukiwanie ,,miejsc niedookreslenia” danych teorii (naleza
tu m.in. ukryte zatozenia) oraz znajdowanie nowych 1 dobrze okreslonych problemow
matematycznych, ktoérych nie dostrzegaja i nie rozwiazuja istniejace w zrodlach teorie.

Przykladem tego jest rozwazenie problemu zamiany linii podstawowej w X 1 XIII ksigdze
Elementow. Okazuje si¢, ze jest to dobrze okreslony problem matematyczny i mozna
udowodni¢ caty szereg nowych twierdzen, ktére uzupehniaja starozytne ksiggi. Uzyskuje sig
takze twierdzenia ,,brakujace” w tych ksiggach. Pojawia si¢ wtedy mozliwos¢ rozwazenia,
dlaczego zaden matematyk starozytny nie zajal si¢ tym interesujacym problemem
matematycznym. Poszukujac odpowiedzi postugujemy si¢ tylko metodami zgodnymi z nasza
lista. Wida¢ wtedy wyraznie, ze zaréwno do sformutowania jak i dowodzenia nowych
twierdzen konieczne jest uzycie Cantorowskich calo$ci o nieskonczonych aktualnie
zakresach, ktorych brak na liScie. Z innych twierdzen wynika, ze pewna grupa linii jest
wyrozniona w Elementach, gdyz klasyfikacja nie jest niezmiennicza wzgledem zamiany linii.
Systematycznie, wraz z dowodami, przedstawiam to w swojej ksiazce Platon i podstawy
matematyki wspolczesnej: pojecie liczby u Platona. W wyniku rekonstrukcji pojawia sig
szereg nowych pytan. Odpowiedz na nie doprowadza do zmiany zastanego obrazu
matematyki starozytnej i umozliwia wykrycie rzeczywistych problemow z jakimi zmagat sie



matematyk starozytny; por. moja rekonstrukcje starozytnych teorii proporcji przedstawiong
we Wstepie do starozZytnych teorii proporcji.

Nastepnie, jedno$¢ horyzontu i wynikajaca z niej jedynos¢ pewnych pojec intuicyjnych nie
jest teoretycznym postulatem, lecz jest warunkiem mozliwos$ci utworzenia takich teorii
pomostowych jak wspomniana teoria zamiany linii podstawowej, ktore rzeczywiscie
pozwalaja porowna¢ historyczne zmiany dokonujace si¢ w matematyce, zachowujac
jednoczes$nie odrgbnos¢ pojgciowa zmieniajacych sig teorii.

Nie moge w tym miejscu doktadniej omowi¢ przedstawionej szczegdlowo w moich pracach
rekonstrukcji horyzontu dla matematyki starozytnej, ani omawia¢ szczegotdw starozytnego
modelu intuicyjnego dla geometrii z Elementow. Wspomng tylko, ze u Euklidesa nigdzie nie
wystepuje nieskonczona prosta, ptaszczyzna, ani przestrzen. W najwigkszej objetosciowo (ok.
1/4 tekstu calych FElementow), najdoskonalszej logicznie 1 najbardziej tajemniczej dla
komentatoréw, gdyz nie wiadomo nawet po co zostala napisana, X-tej ksiedze, geometria jest
budowana przy zalozeniu istnienia nie ,,gotowej” przestrzeni i punktow, ale w oparciu o
istnienie jednego wyr6znionego odcinka podstawowego i przyjecie dozwolonych operacji na
nim, takich jak przedtuzanie w jedna lub w dwie strony 1 kreslenie okregéw przy pomocy
uzyskanych linii.

Swiat tworéw geometrycznych budowany jest z tej jednej linii podstawowe;j tak jak $wiatynie
greckie byly wznoszone w oparciu o jedna linig, tzw. baz¢ kanonu w porzadku danego stylu.
Nie ma tam przestrzeni lecz nieokreslona i nieograniczona ,,rozpostarto$¢”, ktora rozrasta si¢
w miar¢ przeprowadzania kolejnych konstrukcji. Granicami byty punkty (dla linii), linie (dla
powierzchni) 1 powierzchnie (dla bryt), wigc ,,pierwotng rozpostarto$¢” nalezy rozumie¢ jako
nie posiadanie granicy, a tym samych nie posiadanie konkretnej ,,wielkosci”’. Nasza intuicja
zbioru otwartego nie nadaje si¢ do wyjasnienia istoty ,,pierwotnej rozpostartosci”’, czyli
odpowiadajacej (tj. uczestniczacej) w tzw. Diadzie zasadzie wieloSci w geometrii. Miejsca
jest tylko tyle, ze przyjete elementarne konstrukcje z uzyciem linii podstawowej sa
wykonalne. Pozwala to wytlumaczy¢, uznane za $mieszne (sic/) lub niezrozumiale przez
badaczy ,,poprawki” i usci§lenia dowodow z pierwszej ksiggi Elementow dokonywane przez
Herona, Proklosa (i innych cytowanych przez niego matematykow) polegajace, na przykiad,
na przeniesieniu punktu, ktory Euklides dla potrzeb konstrukcji umieszcza na zewnatrz
trojkata, do jego wnetrza, gdyz jest btedem, przyjecie, ze ,,jest (tam juz) jakie§ miejsce
dostegpne na zewnatrz” (Heron).

Kto§ moze powiedzie¢: dobrze, ale czy rzeczywiscie mozemy pomysle¢ w inny sposob, na
przyktad pojecie kwadratu, trojkata lub kota?

Przyktady takiej mozliwosci podaje¢ w swoim artykule Intuicja i hermeneutyka: analiza
intuicyjnego pojecia wieloscianu. Tutaj przywotam dodatkowo przyklad trojkata, ktory
wspolczesnie ma cztery boki 1 tylko trzy katy w starozytnym modelu intuicyjnym. Jego
istnienie wynikalo z odmiennej od wspotczesnej definicji kata, jako ograniczonego tylko
przez linie skonczone oraz braku ,,miejsca na zewnatrz” danej figury (opis 1 rysunek tego
trojkata mozna znalez¢ w Komentarzu Proklosa do pierwszej ksiegi Elementow; por. s. 328-
329 w wydaniu Friedleina). Dodatkowo, dla nas kat jest okre§lony przez dwie linie, a dla
wigkszos$ci starozytnych przez jednq 1 skonczonq, tzw. ,ztamana”. ,lIstotg” starozytnego
pojecia trojkata tworzyla ,,trojkatnos¢”. Wspotczesnie jest to raczej ,,trojbocznos¢”. Z takich
drobnych, umykajacych historykom rdéznic tworzy si¢ horyzontalna odmienno$¢ migdzy
geometriami: starozytna a nowozytna i wspotczesna. Odnosnie do pojgcia kota, to — na



przyktad - Grecy nie znali poje¢ ,,promienia” kota ani okrggu i nie posiadali oddzielnych
termindéw oznaczajacych promien.

Roéznice tego typu nie sprowadzaja si¢ jedynie do umownych réznic definicyjnych, lecz
dotycza bardziej fundamentalnych spraw. Przykladowo, Dedekind stwierdza, ze jedynym
aksjomatem jakiego — jego zdaniem — brakuje w V ksiedze Elementow, zawierajacej teorig
proporcji Eudoksosa, tak, aby byla identyczna z jego teoria liczb niewymiernych jest
aksjomat ciagtosci. Dedekind uznaje to za formalny brak $cistosci i1 nie przychodzi mu nawet
do gtowy mysl, ze moze w Elementach aksjomat ten nie mogl by¢ sformutowany, gdyz bytby
sprzeczny z innymi cechami geometrii starozytnej, takimi jak fakt, ze nie ma tam przestrzeni,
a punkty nie sa ,.tworzywem”, z ktérego powstaja figury i linie. Wezmy dla przykladu
wypowiedzi Arystotelesa, ze ,,Nic co jest ciagle nie moze by¢ ztozone z [rzeczy]
niepodzielnych; na przyktad linia nie moze by¢ zlozona z punktow, [gdyz] linia jest ciagla a
punkt jest niepodzielny” (Fizyka), ,,Punkty nie moga wytworzy¢ nic ciaglego jak na przyktad
linia, gdyz punkt nie moze by¢ ciaglty z punktem” (O powstawaniu i ginieciu). Ciaglo$¢ tak
zwanych ,,wielkos$ci” oznaczala jedynie potencjalna nieskonczona mozliwos$¢ dzielenia dane;j
wielko$ci (geometrycznej, czasu). Grecy nie potrzebowali na to oddzielnego aksjomatu, gdyz
nieskonczona podzielno$¢ byla dla nich wlasnoscia dowodliwa 1 wynikala z faktu
niewspotmiernosci. (Pisze o tym wprost Proklos.) Gdyby bowiem wielko$ci nie byly
podzielne ,,w nieskonczonos$¢”, to istnialaby jedna wspdlna miara dla nich. Punkty w takim
kontinuum pojawiaja si¢ jako rezultat kazdego podziatu, a nie ,,tkwia tam” juz uprzednio. Z
kazdego odcinka mozemy zatem wybra¢ dowolnie wiele punktéw, ale w kazdym konkretnym
wypadku jest ich tylko skonczona ilo§¢. Te intuicje sa zdecydowanie bardziej bliskie
koncepcji Brouwera, niz Newtona, Cantora i Dedekinda.

Kolejnym przyktadem, jest uzycie wspotczesnych pojg¢ liczby rzeczywistej 1 pierwiastka do
analizy geometrii starozytnej. Pojawia si¢ wtedy problem jak rozumie¢ znaczenie konstrukcji
w matematyce starozytnej. Znany jest poglad H. G. Zeutena, poparty tekstem Komentarza
Proklosa, Ze konstrukcje spelniaty rolg dowodow istnienia danego przedmiotu. Tymczasem
inne 1 rzeczywiste powody ujawniaja si¢, gdy uswiadomimy sobie, ze Grecy nie byli w stanie
,,obliczy¢” dtugosci danego odcinka $redniego, bo nie byty to dla nich Zadne ,,liczby”. Mogli
jedynie skonstruowa¢ odpowiedni odcinek. Dlatego konstrukcje byly podstawowym
narzgdziem badawczym w przypadku badania ,,wielko$ci” (megethos).

Powtdrzg raz jeszcze: z takich drobnych i przeoczonych réznic konstytuuje si¢ horyzontalna
odmienno$¢ migdzy geometriami: starozytnag a nowozytna i wspdlczesna. W czasach
dzisiejszych matematyk , mimowolnie” zacznie budowa¢ aksjomatyczne systemy
sformalizowane sadzac, ze jest to wynik dojrzatosci teoretycznej oraz, ze w zasadzie ,,nie ma
innej rozsadnej mozliwosci”. Roznice horyzontalne pozwalaja okresli¢ ,,styl” matematyki w
danej epoce, ktory takze jest cze$cia kultury. Inna sprawa, ze kultura wcale nie musi by¢
przeciwstawiona apriorycznej racjonalnosci, tak jak to si¢ odbywa we wspolczesnym
ewolucyjno-naturalistycznym horyzoncie, a czynniki kulturowe nie musza by¢ rozumiane
wylacznie jako jakie$ ,,pozaracjonalne determinanty rozwojowe”. Moim zdaniem istnieje
hierarchia takich czynnikéw, w ktorej czynniki racjonalne sa najistotniejsze. Wiele zalezy od
wyjasnienia istoty kultury.

Mozliwe jest podanie formalnej aksjomatyzacji starozytnej geometrii, ale bgdzie ona od
wspoliczesnych, pochodzacych od Hilberta i Tarskiego.



W drugim tek$cie zajmuj¢ si¢, migdzy innymi, sprawa istnienia jednego vs. wielu
intuicyjnych poje¢ zbioru. Jest to zwigzane wiasnie z kulturowymi determinantami rozwoju
tego pojecia, gdyz dane pojecie ewoluuje w wyniku tzw. procesu intuicyjnej analizy pojgcia.
Jesli pojec¢ intuicyjnych jest wiele oznacza to, ze mamy wielo$¢ niewspdimiernych ze soba (w
sensie zblizonym do uzywanego przez Kuhna-Lakatosa) horyzontow. Przeczy to takim
oczywistosciom jak fakt istnienia ,,jednej matematyki” w dziejach, ktora jednak dana jest w
wielu historycznych postaciach.

Rozwd@j danego pojgcia matematycznego jest podporzadkowany pewnym zmianom Ww
horyzoncie hermeneutycznym, ktére najczesciej] wywolywane sa przez czynniki kulturowe,
chociaz czynniki kulturowe nie sa odpowiedzialne za konkretna zawarto$¢ (sens, znaczenie)
danego pojecia. Schemat 1 prawidlowos$ci rozwoju pojecia intuicyjnego w ramach horyzontu
hermeneutycznego przedstawitem w pracach The Emergencje of New Concepts in Science
oraz Intuicja matematyczna i hermeneutyka: analiza intuicyjnego pojecia wieloscianu.

W tym miejscu przytocze tylko wypracowane tam pojecie ,,zmiany horyzontalnej”. W
przypadku geometrii euklidesowej zmiana taka bylo wylonienie si¢ 1 zastosowanie w
geometrii platonskiej koncepcji nieskonczonej przestrzeni ztozonej z punktoéw. Zmiana ta byta
wywotana przez czynniki kulturowe takie jak izolacja nauki $redniowiecznej od oryginalnych
zrodet greckich 1 posrednictwo matematyki arabskiej w przekazie wiedzy matematycznej.
Jednakze sama aprioryczna mozliwo$¢ utworzenia i pomyslenia nieskonczonej przestrzeni i
innych tworéw jako zanurzonych w niej, jest wtasnie mozliwoscia aprioryczna, a nie jedynie
faktem kulturowym. Newton piszac dzieta matematyczne poswigcone geometrii Elementow
Euklidesa z punktu widzenia nieskonczonej przestrzeni, nie byt swiadomy faktu, ze jest to cos
nowego, gdyz Euklides — znajac pojecie nieskonczonej przestrzeni — $wiadomie i
metodycznie wyeliminowal je z geometrii! Jesli zauwazymy, ze cialo na ktére nie dziata
zadna sita musi porusza¢ si¢ ruchem jednostajnym 1 prostoliniowym, natychmiast
spostrzezemy, dlaczego nieskonczone pojgcia geometryczne (a wige pewne zbiory aktualnie
nieskonczone) staty si¢ potrzebne. Nie potrzebna natomiast stala si¢ fizyczna realno$¢ ,,sfer
niebieskich™: epicykli, ekscentrykoéw itp., ktore wczesniej musialy posredniczy¢ w
wywotywaniu i1 podtrzymywaniu ruchu i dlatego przyjmowano ich realne istnienie, (a nie
dlatego, ze Grecy mieli ,,bujna wyobraznig”).

Jednym z powodoéw powstania fizyki Newtona i nauki nowozytnej bylo nieuswiadomione
ukonstytuowanie si¢ nowego modelu intuicyjnego dla geometrii. Co ciekawe, model ten byt
znany juz w starozytnosci; por. rewolucyjne 1 alternatywne do finityzmu Euklidesa definicje
Apoloniusza nieskonczonych powierzchni stozkowych (Conica) lub uwagi Proklosa o
nieskonczonosci prostych réwnoleglych. Model ten jednak zaniknat wskutek wspomniane;j
wczesniej izolacji nauki europejskiej 1 uzywania przez matematykow arabskich
konsekwentnie tylko odcinkéw skonczonych, o czym mozna przekona¢ si¢ najlepiej
analizujac arabskie dowody V-tego postulatu Euklidesa o prostych rownoleglych (por. np. B.
Rosenfeld The History of Non-Euclidean Geometry). We wszystkich pracach rozwaza sig
tylko odcinki rownolegte i konstruuje si¢ ich skoficzone przedtuzenia.

Uksztaltowanie si¢ nowego modelu intuicyjnego dla geometrii euklidesowej jest Scisle
zwiazane z ewolucja pojecia zbioru i powstaniem wspotczesnej teorii zbioréw, gdyz zar6wno
pojecie zbioru jak i nieskonczonej przestrzeni sa czgs$cia jednego ewoluujacego horyzontu
hermeneutycznego. Przypomne tylko, ze to dopiero Cantor i Dedekind (ok. 150 lat temu)
podali matematycznie doskonale teorie pozwalajace traktowac lini¢ prosta jako zbior punktow
1 0$ liczbowa. Pierwsza definicj¢ obiektow geometrycznych jako zbioréw punktéw podaje B.



Bolzano w pracy Betrachtungen iiber einige Gegenstinde der Elemetargeometrie wydanej w
Pradze w 1804 roku. Dzisiaj, nawet dziecko w szkole podstawowej potrafi intuicyjnie
korzysta¢ z tego zdumiewajacego faktu. Wczesniej byla to tylko horyzontalna hipoteza
matematyczna.

Zilustruje to przyktadem zaczerpni¢tym z matematyki starozytnej i pokazujacym rdznice
horyzontalng ze wspolczesnymi post-Cantorowskimi intuicjami geometrycznymi i ich
zwiazkiem z rozwojem pojecia zbioru. Starozytni rozwazali tzw. fopoi pros epiphaneia, czyli
,miejsca” (loci, topoi) na ptaszczyznach (byty tez loci na brytach). Tak wigc, locus punktow,
ktore oddalone sa od danego punktu tak samo jak punkty graniczne danego odcinka na
»plaszczyznie”, jest okregiem. Dla nas oznacza to, Zze okrag jest zbiorem punktow na
plaszczyznie spetniajacych pewna wlasno$¢. Dla matematyka greckiego twierdzenie to miato
inne znaczenie. Locus w omawianym przypadku jest okregiem, ktory sam nie jest ztozonym z
punktow zbiorem, a twierdzenie moéwi, ze jesli skonstruujemy punkt posiadajacy dana
wlasno$¢ to bedzie on lezal na pewnym (takze skonstruowanym) okrggu. Dodatkowo
pokazywano, ze takze na odwrdt, jesli wybierzemy jaki§ punkt lezacy na #&ym (.
skonstruowanym) okrggu, to bgdzie on mial rozpatrywana wiasnos$¢. Jesli okrag bylby
zbiorem punktow, to oznaczatoby to mozliwo$¢ dokonania aktualnie nieskonczonej ilosci
czynnos$ci konstrukcyjnych, na przyktad podziatow. Dlatego ,.twory” geometryczne byty dla
Grekow jakosciowo uposazonymi, wyobrazalnymi przedmiotami idealnymi, a za podstawowy
element przyjeto (tylko w niektorych teoriach!) ,,pierwotna rozciagtos¢ skonczona”, czyli
lini¢ (odcinek) podstawowa. Jesli punkt bylby budulcem, to bylby takze wspdlna ,,miarg”
wszystkich linii.

Na zakonczenie, porusz¢ jeszcze sprawg istnienia ,,istoty” intuicyjnych pojec
matematycznych. Z uwagi na charakter tego wystapienia odwotam si¢ ponownie do koncepcji
Ingardena przedmiotéw idealnych, znacznie ja upraszczajac. Ingarden wyrdznia w ideach
»state” 1 ,,zmienne”. Na przyktad idea ,,kwadrat” jest okreslona jako ,,kwadratowos¢ o jakiejs
dhugosci bokoéw”. Ta ,,istota” obecna jest w kazdym konkretnym kwadracie. Tak wigc, oprocz
zwyklych momentow definicyjnych wystgpuja tam pewne ,,miejsca niedookreslenia”. Te
miejsca sa jednak jednego rodzaju. Moim zdaniem, takich miejsc niedookreslenia jest
znacznie wigcej 1 tradycyjne podanie istoty, na przyktad poprzez definicjg, nie wystarcza do
intersubiektywnego okreslenia istoty pojgcia, co wida¢ szczegdlnie wyraznie w przypadku
epok dawniejszych. Miejscami niedookreslenia dla wspotczesnej idei kwadratu sa, m.in.
,»clagtose”, ,ptaskosc”, ,,metryczno$¢” (por. koncepcje Ingardena jako $§wiadectwo podane
explicite), ,,sztywno$¢”, ,,punktowosc”, ,,geometrycznos$¢™ (por. nieokreslono$¢ intensjonalna
z tekstu uzupetniajacego) i caly szereg innych. Proba ich okres$lenia powoduje natychmiast, ze
odwotujemy si¢ do pewnej szerszej struktury, na przyktad jakiej$ ,,geometrii euklidesowe;j”,
topologii etc. Dlatego, istota kazdego pojgcia intuicyjnego, w tym pojecia zbioru, jest
okreslona takze implicite w ramach szerszej struktury horyzontu hermeneutycznego. Z uwagi
na istniejace ,,rozdwojenia” w horyzoncie wybor konkretnego determinantu jest najczgsciej
uwarunkowany takze kulturowo.

Rozdwojenia, ukryte zalozenia, rézne modele intuicyjne, nicokreslono$¢ intensjonalna
sformalizowanych teorii zbioréw i inne sprawy, o ktorych piszg w tek$cie drugim, sa wlasnie
miejscami, gdzie czynniki kulturowe moga ujawnia¢ i najczgsciej ujawniaja swoja role w
rozwoju pojgcia zbioru i innych poj¢é¢ logiczno-matematycznych. Koncepcja horyzontu
hermeneutycznego pozwala okres§li¢ 1 bada¢ te uwarunkowania w sposob S$cisty, bez
narzucania im zadnej apriorycznej struktury kulturowej. Czynniki kulturowe, ktore konkretnie



wplywaja na rozw6j danego pojgcia moga by¢ bardzo r6znorodnej natury i trzeba bada¢ je w
historycznych case studies.



