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Rozwéj pojecia zbioru.
I. Odkrycie pojecia zbioru.

Uzycie pewnych podstawowych poje¢ matematycznych takich jak, pojecie zbioru,
nieskonczonosci, nieskonczonej przestrzeni euklidesowej, ktorych zastosowanie w czasach
dzisiejszych jest czym$ catkowicie oczywistym, wytonito si¢ w wyniku bardzo dtugiego i
skomplikowanego procesu historycznego. Mozliwa jest racjonalna rekonstrukcja etapow tego
procesu uzyskana za pomoca tzw. metody rekonstrukcji horyzontu hermeneutycznego.
Ponizej pragng przedstawi¢ kilka nowych rezultatow wynikajacych z takiej rekonstrukcji.

Platon byl historycznie pierwszym myslicielem, ktéry w §wiadomy i metodyczny sposob
utworzyt 1 uzywat pojgcie zbioru. Pojgcie to pojawito si¢ w starozytnosci przy okazji proby
podania definicji pojgcia liczby.

Platon postuguje si¢ specyficznym pojeciem liczby. W starozytnej Grecji istnialy trzy
sposoby pojmowania liczby. Najstarszym, uzywanym jeszcze w Egipcie 1 Babilonii, byto
pojecie liczby jako miary. Pojgcie liczby jako miary jest pojgciem hermeneutycznym, tzn. nie
bylo ono nigdzie zdefiniowane explicite, lecz uzywane, a jego rekonstrukcja wyjasnia
podstawowe cechy i réznice w arytmetyce egipskiej, babilonskiej i greckie;j.

Liczba jako miara to traktowanie dowolnej (w tym ciaglej) wielko$ci lub przedmiotu: odcinka
w geometrii lub pewnej ilosci wody, wina lub oliwy albo stada owiec, jako jednosci. Ta
jednos¢ podlega dalszym operacjom, na przyktad podziatlom na okre$lona liczbg porcji. Jak
wiemy ze zrddet, w Egipcie zajmowano si¢ obliczeniami jak podzieli¢ okreslona ilos¢
zywnosci pomigdzy pewna ilo§¢ robotnikow, aby wyzywi¢ ich przez okres§lona liczbg dni.

W matematyce egipskiej, w przeciwienstwie do greckiej, znano utamki i liczono gtdéwnie na
nich. W zasadzie wszystkie utamki w Egipcie byly utamkami o liczniku rownym jednosci.
Odpowiadato to ,,traktowaniu jako jedno$ci” wyjsciowej wielkosci do podziatu. Zwréémy
uwage, ze za kazdym razem co innego byto ta jednoscia. Dlatego koncepcja ta byta zwiazana
z pojgciem tzw. liczby zmyslowej u Platona. Podaj¢ tu tylko ogdélna charakterystyke pojgcia
liczby jako miary 1 opuszczam caty — w zasadzie najbardziej istotny - kontekst pojecia miary;
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por. Z. Krol Platon i podstawy matematyki wspotczesnej. Pojecie liczby u Platona, Wyd.
Rolewski, Torun 2005.

Tymczasem, zdaniem Platona 1 wszystkich matematykéw greckich, matematyka powinna by¢
oparta na niezmiennej, zawsze takiej samej jednosci. Matematyka kupcow, rzemieslnikéw
1 zolierzy, czyli matematyka stosowana, nie jest wlasciwa matematyka. Dlatego greccy
matematycy definiowali explicite pojecie liczby. Dla wigkszosci z nich — i tak liczba jest
definiowana w VII ksigdze Elementow (por. def. 1 12) 1 u Arystotelesa — liczba byta wieloscig
ztozona z identycznych jednostek-monad. Ale nie dla Platona. Dla Platona liczba jest pewna
jednosciq ztozona z identycznych jednostek-monad.

Roéznica jest pozornie bez wigkszego znaczenia. Dlatego zapewne nikt nie zauwazyt jej
fundamentalnych konsekwencji, a przede wszystkim tego, ze kwestii czy liczba jest wieloscia,
czy ,,jednoscia nad wielo$cia” poswigcona jest w istocie dyskusja Arystotelesa z teoria idei
Platona, zwlaszcza w Metafizyce.

Arystoteles twierdzit, ze do danej wielosci (np. do trzech koni) nie dochodzi zadne jedno nad
nimi. Liczba 3 jest zawsze zwiazana z pewna dyskretna wieloscia niepotaczonych i
nieciaglych  przedmiotow.  Dlatego  jest  wieloscia  zlozona z  jednostek
1 wieloscia mierzona przez jednos$C. Platon natomiast widzial jednos$¢ liczby: jesli liczba
bytaby luzna wielo$cia monad, to nie mozna powiedzie¢ czy w matematyce mamy do
czynienia z liczba 5, czy z dwoma liczbami: 2 1 3.

Matematyka wspolczesna przyznata racje Platonowi. Jego pojecie liczby jest pewnym
(nieekstensjonalnym) pojgciem zbioru. Dopiero G. Cantor, prawie 2500 lat p6zniej pokazal,
ze samo pomyslenie pewnej wielosci jako jednos$ci umozliwia ukonstytuowanie si¢ pojecia
zbioru. Zbiér pojawia si¢ tylko wtedy, gdy pewna wielo$¢ elementéw potraktujemy jako
jednos$¢. Uswiadomienie sobie tego faktu spowodowato powstanie wspdiczesnej teorii
mnogosci.

Grecy systematycznie badali uzywanie poje¢ o nieskonczonych zakresach. Wyrdznili kilka
rodzajow catosci: catosci (I) o okreslonej 1 skonczonej ilosci ,,elementow” pod pojgciem
,,Jednos¢ nad wieloscia okreslona”, catosci (II) zlozone z takich elementow, ze na podstawie
scisle okreslonych procedur, tj. metod konstruowania, zawsze mozna wygenerowac¢ dla nich
nast¢pny element (nalezaty tu na przyktad liczby, figury geometryczne i ogolnie: te rzeczy, o
ktorych orzekamy ,,poprzedzanie i nastepstwo’), oraz calosci (II) ztozone z aktualnie
nieskonczonej (,,gotowej”) ilosci elementow. Pierwszymi matematycznymi przyktadami
catosci z rodzaju (II) byly arytmetyczne pojgcia ,,parzystosci” i ,,nieparzystosci”’. W geometrii
pierwszym przyktadem uzycia w naukowy sposob poje¢ o nieskonczonych zakresach typu (II)
byta klasyfikacja linii z X ksiggi Elementow, stworzona przez Teajteta.

Do czas6w Teajteta i Platona nie operowano cato$ciami typu (III) w matematyce. Dlatego
wlasnie Grecy nie rozwazyli problemu zamiany odcinka jednostkowego w geometrii. Z
naszego, wspotczesnego punktu widzenia, problem ten jest dobrze okre$lony i mozna go
badaé. Pokazatem®, ze przy zamianie linii podstawowej inne linie klasyfikacji Teajteta
zachowuja si¢ w $cisle okreslony sposob, chociaz czasem wypadaja poza nia. Twierdzenia
jakie podatem, daja si¢ udowodnic¢ tylko, jesli operujemy catosciami typu (III), na przyktad
catos¢ drugiego rzedu ,,wszystkich linii medial”.

* Por. Platon i podstawy matematyki wspélczesnej ..., op. cit., czes¢ 1.



Brak rozwazenia problemu zamiany linii jednostkowej wskazuje, ze Grecy nie mieli
oczywistosci w operowaniu cato$ciami Cantora o aktualnie nieskonczonych zakresach. Dla
nas natomiast, jest oczywiste, ze ,,bierzemy zbior N’ 1 wykonujemy na nim rdzne operacje,
traktujac go jako dobrze okreslony przedmiot matematyczny. Podobnie operujemy
kwantyfikatorami og6Inymi o nieskonczonych zakresach.

Geometria starozytna przedstawiona w Elementach Euklidesa, z powodu braku oczywistosci
w operowaniu cato$ciami typu (III), byta tworzona bez odniesien do pojg¢ infinitarnych:
nieskonczonej przestrzeni, prostej, plaszczyzny, asymptoty itp.> Byla takze nie tyle
dedukcyjnym systemem aksjomatycznym, co geometrig konstruktywna. Chodzi tam nie o
aksjomaty, Sciste dedukcje 1 dowody twierdzen lecz o pokazanie, co da si¢ zbudowaé z
danych elementow, np. z jednego danego w poczatku badania odcinka, ,,linii podstawowe;j” za
pomoca okre$lonych metod konstrukcji. Caty czas w dowodach z Elementow nastgpuje
odwotywanie si¢ do witasnosci innych niz stwierdzone w aksjomatach. O wiele bardziej
rygorystycznie przestrzegana jest natomiast zamknigta lista dozwolonych konstrukcji.
Wiemy, ze taka list¢ wymyslil Platon. Dlaczego? Wyjasniam to jako rezultat odkrycia
niewspotmiernosci.

Mechanizm zamiany linii podstawowej na inna nie zostal rozwazony w Elementach. Stad i z
faktu, ze klasyfikacja linii niewspotmiernych Teajteta (gtdéwnego autora X ksiggi) nie jest
inwariantna wzgledem operacji zmiany linii podstawowe] wynika, ze geometria w
centralnych ksiggach Elementow jest tworzona przez budowg geometrycznych tworow z
wybranej] w punkcie wyjscia, jednej linii podstawowej, jakby ,najwyzsze] miary” w
geometrii. Ta linia podstawowa jest ukrytym zalozeniem, ktdére nazywam horyzontalnym.
Takie zatozenia nie stanowia jakich$ ,logicznych detali”, lecz zmieniaja utrwalony przez
wielowiekowa tradycje sposob rozumienia Elementow. Przyktadowo, uznawane za
zwienczenie matematyki Euklidesa twierdzenie, ze ,w trojwymiarowej przestrzeni
euklidesowej” jest co najwyzej pie¢ wieloscianow foremnych, dowodzi w rzeczywistos$ci, ze z
jednej linii podstawowej da si¢ skonstruowac co najwyzej pi¢¢ wieloscianéw foremnych.

Mowig o modelach intuicyjnych geometrii euklidesowej, gdyz nieuswiadomiona zmiana
sposobu postrzegania geometrii Elementow 1 zanurzenie jej w niekonstruktywnym,
infinitarnym $rodowisku byta podstawowym warunkiem powstania nauki nowozytnej; por. Z.
Krol The Emergencje of New Concepts in Science, oraz Intuicija matematyczna i
hermeneutyka: analiza intuicyjnego pojecia wieloscianu; 2006. Twoércy nauki nowozytnej i
rachunku rézniczkowego (Descartes, Newton, czgsciowo Leibniz) pisali dzieta poswigcone
matematyce Elementow traktujac jako rzecz samooczywista to, ze rozgrywa si¢ ona w
nieskonczonej, ciaglej przestrzeni. Nie dostrzegali, Ze starozytna geometria jest inna.
Ukonstytuowanie si¢ nowego modelu intuicyjnego geometrii jednakze pozwolito jej uwolni¢
si¢ z ciasnych ram paradygmatu ,,cyrkla i linijki”, rozwina¢ geometrig¢ analityczna, rachunek
fluksji 1 w efekcie nowa fizyke Newtona, gdzie wszystko odbywa si¢ w absolutnej przestrzeni
i czasie. Rozwoj platonizmu jako metody badania doprowadzil do powstania nauki
nowozytnej.

Tradycyjnie uwaza sig, ze geometria euklidesowa rozwijala si¢ do poczatku XIX w. w
stosunkowo niezmiennym infinitarnym modelu intuicyjnym. Mowi si¢ nawet o tzw. micie
Euklidesowym. Prawdziwa rewolucja 1 wrecz wstrzasem, bylo odkrycie geometrii

? Grecy znali pojecia nieskonczonej linii, plaszczyzny itd., ale te pojecia typu (III) zostaty w $wiadomy sposob
usunigte z matematyki jako niejasne. Obiekty geometryczne nie sa dla nich zbiorami punktow.



nieeuklidesowych, ktore pokazaly nieapodyktyczno$¢ piatego postulatu Euklidesa.
Tymczasem nowe ustalenia pokazuja, ze geometria starozytna byta pomyslana jako projekt
konstruktywny, obywajacy si¢ bez poje¢ infinitarnych, a w tym takze bez pojgcia absolutnej i
nieskonczonej przestrzeni ,euklidesowej”. Wlasciwa 1 pierwsza rewolucja bylo
ukonstytuowanie si¢ — platonskiego w sensie stosowanych metod — infinitarnego i
niekonstruktywnego $rodowiska dla uprawiania geometrii. * (Kontinuum starozytnych, linie,
figury nie byly ztozone z punktéw. Punkty pojawiaja si¢ w wyniku konstrukcji, na przyktad
jako miejsce przecigcia si¢ dwoch linii.)

Centralna role w filozofii Platona odgrywa struktura ,,jeden nad wielo$cia” (termin pochodzi
od Platona). Kazda idea jest ,,jednoscia nad wielo$cia” uczestniczacych w niej przedmiotow.
Jesli nie ma wielo$ci nie ma tez idei. Dlatego nie ma idei pojedynczych przedmiotéw, np.
Sokratesa. Jedynka nie byla liczba dla Grekéw, lecz zasada liczb. Najmniejsza liczba byta
»elementarna wielo$¢”, czyli liczba 2.

Jesli liczba jest ,,jednoscia nad wieloscia” identycznych zasad-jednosci 1 kazda idea jest
,Jjednoscia nad wielo$cia” uczestniczacych w niej przedmiotdw, to jest jasne, dlaczego kazda
idea jest dla Platona liczbq. Kazda idea uczestniczy bowiem w strukturze idealnej ,,jeden nad
wielo$cia”, ktorej archetypem jest wtasnie struktura liczbowa.

Odkrycie niewspotmiernosci doprowadzito Platona do uznania, Ze istnieja dwa rodzaje
przedmiotow idealnych: idee uczestniczace w liczbie idealnej, czyli ,,jednosci nad wieloscia
okreslona” i przedmioty bedace ,,jednoscia nad wieloscia nieokreslong”.

Przyktadem jednos$ci nad wielo$cia nieokreslong sa odcinki, figury geometryczne i ogolnie,
wszelkie wielkosci przestrzenne. Naleza tu takze (por. Fileb) przyjemnosci i wszelkie
wielkosci, ktorych moze by¢ ,,wigcej lub mniej”, a wige na przyktad ciepte i zimne, uczucia,
odczucia zmystowe etc. Platon odkryt dwa rodzaje wielkosci, gdy okazato si¢ w wyniku
badan Teajteta, ze arytmetyka nie redukuje si¢ do geometrii, a wige, Ze ,,nie wszystko jest
liczba”.

I1. Kilka uwag o wspolczesnych koncepcjach zbioru.

Nie jest mozliwe przedstawienie w ramach tego artykutlu, nawet poprzez wyliczenie,
wszystkich wazniejszych wspotczesnych koncepcji zbioru. Musze ograniczy¢ si¢ do
najbardziej ogoélnych i wybranych uwag dotyczacych rozwoju intuicji zbioru (intuicyjnego
pojecia zbioru).

Fakt istnienia nieréwnowaznych z ZFC aksjomatyk pojecia zbioru oraz, wynikajaca z
odkrytej w 1962 r. przez Paula Cohena metody forcingu, niezaleznos¢ lub niesprzeczno$¢ z
ZFC szeregu intuicyjnie jasnych wiasnosci, jakie moga posiada¢ zbiory, wydawaty sie
potwierdza¢ tezg o istnieniu wielu intuicyjnych pojg¢ zbioru. Andrzej Mostowski w 1965 r.
stwierdzil: (...) there are several essentially different notions of set which are equally

4 Istnieje wiele prac, omawiajacych ewolucj¢ pojg¢é nieskonczonej przestrzeni w astronomii, filozofii czy
teologii, zadna jednak nie odpowiada §cisle na pytanie, jak i dlaczego pojgcia te pojawiaja si¢ w geometrii.
Grant, na przyktad, cytuje opini¢ H. Weyla o braku pojecia nieskonczonej przestrzeni w Elementach, lecz wigcej
do tej sprawy nie wraca; por. E. Grant Much ado about nothing. Theories of space and vacuum from the Middle
Ages to the Scientific Revolution, Cambridge University Press, Cambridge, London, New York, New Rochelle,
Melbourne, Sydney 1981.



admissible as the intuitive basis for set theory.” W podobnym duchu wypowiadat sie Georg
Kreisel.® Prof. Mostowski cytuje O. Beckera’ referujacego dyskusje pomiedzy G. Cantorem i
R. Dedekindem jako $wiadectwo postugiwania si¢, juz na samym poczatku rozwoju
wspolczesnej teorii zbiordw, réznymi intuicjami zwigzanymi z pojgciem zbioru.

Dedekind porownywat zbiory do workow zawierajacych nieznane przedmioty, a Cantor do
,otchtani”. Intuicja Cantora wydaje si¢ jednak lepiej pasowaé do tzw. non-well-founded sets,
gdzie zbiory — oprécz struktur cyklicznych typu ,,x[ x” — ztozone sa tylko z elementow, ktore
same sa zbiorami i posiadaja elementy. Rzeczywiscie, tego typu ,,otchtan” nie ma ,,dna” i
nigdy si¢ nie konczy, gdyz ,,dno” moga posiadac tylko niektore odgalezienia takich twordw.

,,Otchtan” Cantora (lub ,,raj Cantora”) otwarta jest natomiast ,,ku g(’)rze”.8

W poczatkowym okresie rozwoju teorii zbiorow wydawato sig, ze wlasnos¢ ,,bycia zbiorem”
da si¢ scharakteryzowaé poprzez dwa aksjomaty, tworzace tzw. rachunek idealny K’:

Aksjomat 1 (ekstensjonalnosci)'”: Dwa zbiory sa identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
te same elementy.

Aksjomat 2 (komprehensji): Dla kazdej wlasno$ci P istnieje zbidr ztozony z tych i tylko tych
elementow, ktére posiadaja t¢ wlasnosc.

Aksjomat 2 jest jednak sprzeczny. Mowi on o kazdej wlasnosci, rozwazmy wigec wlasno§¢ P
,bycia zbiorem, ktory nie zawiera siebie samego jako jeden ze swych elementow.” Mozemy
teraz zapytac, czy zbior odpowiadajacy tej wlasnosci, ktory istnieje na mocy aksjomatu 2, jest
swoim wiasnym elementem. Jesli jest swoim wiasnym elementem, to posiada wtasnos¢ P
,hiebycia swoim elementem”. A jesli nie jest swoim elementem, to musi posiada¢ wiasnos¢
nie-P ,,bycia swoim elementem”. W obydwu przypadkach otrzymujemy sprzecznos¢.

> Por. Problems In the Philosophy of Mathematics. Proceedings of the International Colloquium in the
Philosophy of Science, volume 1. 1. Lakatos ed. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, North-
Holland Publishing Company, Amsterdam 1967, s. 82.

® G. Kreisel Informal rigour and completeness proofs, s. 78-94, w: I. Hintikka ed., Philosophy of Mathematics,
Oxford University Press, London 1969. Kreisel wyroznia: 1. skonczone zbiory indywidudw, tj. obiektow nie
posiadajacych elementow, 2. zbiory zlozone z “czegos$”, (np. zbiory liczb, punktéw) i 3. wlasnosci (intensje),
gdzie nie mozemy ,,z gory” okreslic¢ ich ekstensji.

"Por. O. Becker Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwickelung, Miinchen 1954, s. 316.

¥ Powszechnie znane sa takze odrdznienia poje¢ zbioru w sensie kumulatywnym i dystrybutywnym; por. np.
analizy S. Le$niewskiego. Por. takze analizy D. Mirimanoff’a (Les antinomies de Russell et de Burali-Forti et de
la probleme fondamental de la théorie des ensembles, L'Enseignement Mathématique 19, 1917, s. 37-52.

? Nazwa pochodzi od Hermesa i Scholz’a; por. H. Hermes, H. Scholz Mathematische Logik, w: Enzyklopédie
der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen, B. G. Teubner, neubearb. 1952, Band 1.
10 Aksjomat ten sformutowal Dedekind w 1888r.: ,,Es kommt sehr héufig vor, dass verschiedene Dinge a, b, c, ...
aus irgend einer Veranlassung einem gemeinsamen Gesichtspunkte aufgefasst, im Geiste zusammengestellt
werden, und man sagt dann, dass sie ein System S bilden; sie sind enthalten in S; umgekehrt besteht S aus diesen
Elementen. Ein solches System S (oder ein Inbegriff, eine Mannigfaltigkeit, eine Gesammtheit) ist als
Gegenstand unseres Denkens ebenfalls ein Ding; es ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding bestimmt ist,
ob es Element von S ist oder nicht. Das System S daher dasselbe wie das System T, in Zeichen S = T, wenn
jedes Element von S auch Element von T, und jedes Element von T auch Element von S ist. F{\"u}r die
Gleichféormigkeit der Ausdrucksweise ist es vortheilhaft, auch den besonderen Fall zuzulassen, daf3 ein System S
aus einem einzigen (aus einem und nur einem) Element a besteht, d.h. dass das Ding a Element von S, aber jedes
von a verschiedene Ding kein Element von S ist. Dagegen wollen wir das leere System, welches gar kein
Element enthilt, aus gewissen Griinden hier ganz ausschlieBen, obwohl es fiir andere Untersuchungen bequem
sein kann, ein solches zu erdichten.”; por. R. Dedekind Was sind und was sollen die Zahlen?, vierte Aufsgabe,
Friedrich Vieweg and Sohn, Braunschweig 1917, s. 1-2.



Jak powszechnie wiadomo, powstanie aksjomatycznych teorii mnogosci jest proba z jednej
strony uniknigcia powyzszej antynomii, a z drugiej zachowania jak najwigkszej ilosci
obiektow odpowiadajacych wlasno§ciom wyrazonym przy pomocy pojec ,,zbior”, ,,element” i
,relacja nalezenia elementu do zbioru™.

Roéwnie zaskakujaca jak antynomiczno$¢ aksjomatu komprehensji okazala si¢ mozliwosé
sformufowania aksjomatyki pojecia zbioru bez uzycia pojecia elementu i relacji nalezenia. "'
Oczywiscie musimy wtedy postuzy¢ si¢ innymi pojeciami, definiowalnymi w jezyku teorii
kategorii, na przyktad pojeciem toposu. Zbior w takiej teorii jest obiektem posiadajacym
pewne, okreslone ,,z zewnatrz” wlasno$ci, tzn. punktowy (nie posiadajacy struktury
wewngtrznej) obiekt okazuje si¢ by¢ zbiorem, jesli podlega pewnym relacjom z innymi
punktowymi obiektami. Relacja ,,nalezenia do zbioru” jest modelowana poprzez funkcje z
innymi obiektami: ,,elementy” moga by¢ ,,na zewnatrz” zbioru. Zamiast moéwi¢ o elementach
1 ich nalezeniu do zbioru, charakteryzujemy najogolniejsze wiasnosci wszystkich mozliwych
funkcji pomiedzy zbiorami.'” Funkcje takie (morfizmy w kategorii) w przypadku funkcji
pomiedzy zbiorami maja specyficzne wlasnosci: z doktadnoscia do izomorfizmu istnieje tylko
jedna taka kategoria. Dodatkowo: dla pewnych typow toposéw, opisanych w jezyku
pierwszego rzedu, istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy tranzytywnymi
modelami ZFC, a modelami w toposach (pewnych) elementarnych teorii toposow.> Wydaje
si¢ wigc, Ze nasze intensjonalne pojecia, intuicje 1 wyobrazenia sa bez znaczenia dla
charakterystyki logicznego rdzenia pewnych struktur matematycznych, a w tym pojgcia
zbioru.

Na przyktad wiemy, ze wlasnos¢ ,,dobrego uporzadkowania elementéw” nie podaje istotnej
charakterystyki pojgcia zbioru, chociaz wydaje si¢ do§¢ oczywiste, ze mozemy z dowolnego
,worka” lub ,otchtani” zawierajacej nieznane przedmioty, ,,wyciaga¢” je kolejno, az do
wyczerpania. Oczywiscie, zawsze jaki§ przedmiot bgdzie wyjety jako pierwszy, inny jako
drugi, itd. Intuicje te przyswiecaly pierwotnym dowodom (Cantor, Zermelo) twierdzenia, ze
kazdy zbior mozna dobrze uporzadkowac¢. Obecnie wiemy, ze procedura taka oparta jest na
aksjomacie wyboru, ktory jest niezalezny od innych aksjomatéw ZF oraz, ze istnieja struktury
bedace w intuicyjnym sensie zbiorami, ktérych nie da si¢ dobrze uporzadkowac.

"F. W. Lawvere An elementary theory of the category of sets, Proceedings of the National Academy of Science
of the U.S.A 52, 1964, s. 1506-1511.

12 J. von Neumann chyba jako pierwszy (1925 r.), podat aksjomatyke pojecia zbioru, gdzie pojgciem pierwotnym
jest ,,funkcja”, a nie ,,zbior”; por. J. von Neumann An axiomatization of set theory, w: J. van Heijenoort ed. From
Frege to Godel: A source book in mathematical logic, 1879-1951, Harvard University Press, Cambridge,
Massachusetts 1967, s. 393-413.

B Por. np. G. Osius Categorical set theory: a characterization of the category of sets, Journal of Pure and
Applied Algebra 4, 1974, s. 79-119. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomigdzy klasycznymi
(teoriomnogosciowymi) modelami systemu Z i dobrze-punktowymi, czg$ciowo tranzytywnymi toposami. Z =
ZF + Reg + TA + ATR: Z = system logiki pierwszego rzgdu z identycznoscia + aksjomaty ekstensjonalnosci,
zbioru potggowego, pustego, pary, jednosci i ograniczonej separacji. Reg = aksjomat regularnosci, TA =
aksjomat tranzytywnos$ci, ATR = aksjomat tranzytywnej reprezentowalnosci. ZF = Z + inf + Reg + Rep, gdzie
inf = aksjomat nieskonczonos$ci, Rep = aksjomat zastgpowania. Aby skonstruowa¢ model w toposach wystarczy
juz system Z. Mozna przeksztaltci¢ kazdy model systemu Z w dobrze-punktowy topos. Réwnowazno§¢ modeli
klasycznych 1 w toposach systemu Z, moze by¢ przeksztalcona w rownowazno$¢ modeli dla systemu ZF
(Zermelo-Fraenkela). Co wigcej, istnieje tez wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ modeli klasycznych ZC (Z
+ aksjomat wyboru) i dobrze-punktowych toposéw spetniajacych ES (“epics splits” = kategorialna wersja AC;
por. P. Freyd The axiom of choice, Journal of Pure and Applied Algebra 19, 1980, s. 103-125.



Czy rzeczywiScie mamy wiele réznych intuicyjnych poje¢ zbioru? A jesli nie, to co6z
wspolnego przystuguje wszystkim tym formalnie roznym koncepcjom zbioru, skoro nie jest to
nawet wlasnos$¢ posiadania elementow ,,wewnatrz” zbioru?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nie mozemy postuzy¢ si¢ metoda Poincaré, ktorej uzyt w
dowodzie hipotezy Eulera. Po ponad 100 latach daremnych prob'* podania definicji
obejmujacej wszystkie przypadki intuicyjnego pojecia wieloscianu, zdefiniowat on wieloscian
jako dowolny twor, ktéry jest okreslony przez trzy zbiory: zbior wierzchotkdéw, zbior
krawedzi 1 zbior §cian, bez wnikania we wzajemne relacje pomigdzy nimi. Oczywiscie, na
mocy tego typu ,,definicji” wsréd wieloscianOw pojawiaja si¢ tez obiekty nie bedace, z
intuicyjnego punktu, widzenia wielo§cianami, jak na przyktad dwa oddzielne kwadraty, czy
odcinek. Jednakze, kazdy intuicyjny wielo$cian znajduje si¢ wsrdd zdefiniowanych przez
Poincaré ,,wicloscianow”.

Powyzsza metoda jest zawodna w przypadku pojgcia zbioru, gdyz definicja zbioru, jako
czegos$, co jest okreslone przez zbior elementdw, nie wystarczy.

Dodatkowym problemem jest brak modelu standardowego dla ZFC. Wskutek tego istnieje
wiele roznych, intuicyjnych koncepcji zbioru, ktére moga kierowa¢ budowaniem okres§lonej
klasy modeli. Sa to, na przyktad, modele tranzytywne (gdzie wymagamy, zeby razem z
danym zbiorem nalezacym do modelu, nalezaty do tego modelu wszystkie zbiory bedace jego
elementami wraz ze swoimi elementami, itd.), czy tez uniwersum zbiorow konstruowalnych
Godla (V=L) lub modele iteracyjne. Wszystkie te koncepcje wydaja si¢ bardzo jasne z
intuicyjnego punktu widzenia, ale w przypadku dowolnego ich formalnego opisu, zawsze
istnieja inne, niezwykle wazne 1 intuicyjnie jasne wlasnosci (i odpowiadajace im zbiory),
ktore nie sa dowodliwe przy uzyciu $srodkéw dostepnych w tej formalizacji. Pomijam tu
sprawg niesprzecznosci ZFC: w rzeczywistosci nie wiemy, czy teoria ta posiada chocby tylko
Jjeden model.

Innym faktem, przemawiajacym za teza o istnieniu wielu poje¢ zbioru jest istnienie roznych i
nierownowaznych z ZFC aksjomatycznych systeméw teorii mnogosci. Jednakze, niektorzy
wybitni znawcy wspodlczesnej teorii zbioréw, na przyktad K. Gddel, uparcie poszukiwali
jednego, fundamentalnego pojgcia zbioru. Na podstawie analizy intuicyjnej i
fenomenologicznej takiego pojecia, GOdel chcial utworzy¢ aksjomatyke podajaca wiasnosci
pojgcia zbioru oraz uzyska¢ jednoznaczna odpowiedz na pytanie o prawdziwosé, badz
fatszywo$¢ hipotezy kontinuum.'® Niezalezno$¢ hipotezy kontinuum od ZF moze oznaczaé,
ze ZF nie podaje adekwatnej charakterystyki intuicyjnego pojgcia zbioru.

Rozwazajac sprawg istnienia jednego, intuicyjnie fundamentalnego pojgcia zbioru, nalezy
jeszcze zbadaé, czy w matematyce wspotczesnej istnieja jakie§ powody uzasadniajace
konieczno$¢ uzycia pojecia ,,intuicyjnego” zbioru. Moze wystarczy ograniczy¢ si¢ do analizy
roznych sformalizowanych teorii zbiorow wraz z ich modelami?

' Por. I. Lakatos Proofs and Refutations: The Logic of Mathematical Discovery, eds. J. Worrall, E. Zahar,
Cambridge University Press, Cambridge, London, New York, Melbourne 1976.

5 W rozwiazaniu tej kwestii moga poméc modele intuicyjne, o ktorych pisze ponizej. Warto doda¢ w tym
miejscu, ze rézne formalizacje arytmetyki, maja co najmniej t¢ jedna, istotna przewage nad ZFC, ze wszystkie
dotycza jednego intuicyjnego pojecia liczby naturalnej. PA posiada tez model standardowy.

' Byé moze interesujacym dla Czytelnika okaze si¢ fakt, ze podana na koncu tego artykutu ,nowa intuicja
zbioru”, dostarcza takze nowej odpowiedzi na pytanie o prawdziwo$¢ hipotezy kontinuum.



Oprécz powszechnie znanych ograniczen w formalnym opisie struktur matematycznych
(twierdzenia limitacyjne), istnieje wiele innych. Od strony formalnej, nie ma natomiast
zadnych ograniczen, ktére wymuszatyby, aby $cisle sformalizowane jezyki odnosity si¢ tylko
do obiektéw matematyki takich jak zbiory, kategorie, toposy, struktury algebraiczne, etc.
Rownie dobrze ZFC czy geometria elementarna Tarskiego, moze odnosi¢ si¢ do zupehie
innych niematematycznych obiektow. ZFC moze, przyktadowo, by¢ ,,zakodowanym™
przepisem sporzadzania jakiej$ potrawy. Przywolam w tym miejscu, rozwijany od okoto
dwoch lat, program concept calculus H. M. Friedmana."”

Friedman zauwazyl, ze mozna poda¢ formalne teorie kodyfikujace wilasnosci dowolnych
poje¢, w tym (dotychczas) niematematycznych, wzigtych z jgzyka potocznego. Na przyktad,
istnieje mozliwos$¢ sformutowania aksjomatéw dla teorii opisujacej wlasnosci pojec ,.lepszy
niz” i ,,duzo lepszy niz” (better than, much better than), tzw. teoria T. Okazuje sig, ze ZFCi T
sa wzajemnie interpretowalne. Tak wiec, T jest niesprzeczna wtw ZFC jest niesprzeczna.
Dowod takiej relatywnej niesprzecznosci angazuje niezwykle stabe $rodki dowodowe,
dopuszczalne w pierwotnym programie Hilberta. Friedman podaje wigcej przyktadow concept
calculus. Mozna takze uporzadkowaé teorie matematyczne biorac pod uwagg relacjg
Linterpretowalnosci” (w sensie Tarskiego'®) jednej teorii w drugiej. W przypadku teorii
zbudowanych z jednego zdania otrzymujemy strukture podobna do tzw. Turing degrees."

Moim zdaniem, fakty te wskazuja na intensjonalng nieokreslonos¢ teorii sformalizowanych i
sa zwiazane z analiza tzw. modeli intuicyjnych w matematyce. Wyjasni¢ to na przyktadzie
systemu geometrii Euklidesowej plaszczyzny, podanym przez Tarskiego.

Teorie matematyczne, takie jak geometria Euklidesowa, posiadaja pewne zamierzone
interpretacje. W systemie Tarskiego zmienne przebiegaja ,,punkty”, u Hilberta punkty i pewne
inne obiekty geometryczne, a w jeszcze innych formalizacjach moga dotyczy¢ kot (np. E. V.
Huntington) lub innych obiektow. Dla planimetrii Tarskiego zachodzi twierdzenie o
reprezentacji, ktore moéwi, ze jesli jaka$ struktura jest modelem dla tej teorii, to jest
izomorficzna z pewna struktura algebraiczna. Z powodu intensjonalnej nieokreslonosci teorii
matematycznych, zamiast o punktach mozemy moéwi¢ o dowolnych innych przedmiotach, na
przyktad o ,,stotach, krzestach i kuflach do piwa” (Hilbert).

Model nazywam intuicyjnym jesli postugujemy si¢ dowolnymi przedmiotami, tj. takimi
obiektami, ktore posiadaja (przynajmniej niektdre) wlasnosci nie opisane explicite przez
teorig, ktorej model rozpatrujemy. Szczegdlna grupg takich modeli tworza intuicyjne modele
matematyczne, gdzie przedmiotami sa obiekty definiowalne formalnie w innych teoriach
matematycznych. Jesli w geometrii Tarskiego zastapimy ,,punkt” przestrzeni przez —
powiedzmy — przestrzen liniowa, to otrzymamy przyktad ostatniego typu modeli intuicyjnych.
Mozna wtedy rozwazy¢ problem, czy dla kazdego takiego podstawienia istnieje niesprzeczne
i ,,intuicyjnie sensowne” z matematycznego punktu widzenia, rozszerzenie danej teorii.”’

"Prace istnicja glownie w formie preprintow; por. http:/osdir.com/ml/science.mathematics.fom/2006-
07/msg00039.html.

' Por. A. Tarski, A. Mostowski, R. M. Robinson Undecidable Theories, North-Holland Publishing Company,
Amsterdam 1953, cz¢§¢ 1 4 general method in proofs of undecidability.

1% Struktury takie Friedman nazywa unary Tarski degrees; por. H. Friedman Interpretations according to Tarski.
(Interpretations of set theory in discrete mathematics and informal thinking. Lecture 1), zamieszczone na stronie
internetowej H. M. Friedmana.

2 0d strony formalnej, poszukujemy nowej teorii, ktora jest interpretacja teorii wyjsciowej. W sprawie
interpretacji, por. np. R. Montague Interpretability in terms of models, Indagationes Mathematicae, 27(3), 1965,
s. 467-476, R. Epstein, L. W. Szczerba Relatedness and interpretability, Philosophical Studies 36, 1979, s. 225-




Jeszcze wezsza klase matematycznych modeli intuicyjnych stanowia te, gdzie przedmiotami
sa obiekty, ktore posiadaja definicje ,,wewnatrz” teorii, ktdrej model intuicyjny rozpatrujemy.
Na przyktad, jesli w geometrii Tarskiego zastapimy ,,punkt” przez ,,prosta”. Okazuje si¢, ze w
tym ostatnim wypadku istnieja pewne ograniczenia.

Wyobrazmy sobie, ze kazdy punkt plaszczyzny speiniajacej aksjomaty Tarskiego
»zastapiliSmy” przez prosta prostopadta do tej ptaszczyzny i1 przechodzaca przez dany punkt.
Wszystkie aksjomaty Tarskiego, ktore w zamierzeniu dotyczyty punktow, beda prawdziwe w
nowym (trojwymiarowym) modelu intuicyjnym, jesli relacje ,lezenia pomiedzy” i
kongruencji (tj. pierwotne relacje u Tarskiego) dla nowych przedmiotow (prostych)
zdefiniujemy nastgpujaco: prosta a lezy pomigdzy prostymi b i ¢ wtw gdy odpowiadajace tym
prostym punkty (przed zamiana) spetniaja t¢ relacje. Analogicznie postgpujemy z
kongruencja. Dla takich prostych sa prawdziwe wszystkie aksjomaty planimetrii Tarskiego.
Nasz model jednak nie jest ,,ptaski” lecz trojwymiarowy, pomimo tego, ze nowe przedmioty
spelniaja wszystkie aksjomaty planimetrii. Model bedzie dwuwymiarowy tylko dla niektorych
przedmiotow, na przyktad dla pgkow prostych na plaszczyznie. Czy jednak istnieje model,
ktory zastgpuje doktadnie jeden punkt doktadnie jedna prosta i jest ptaski?

Mozna udowodni¢ istnienie takiego modelu korzystajac z aksjomatu wyboru (np. wybierajac
po jednej prostej z kazdego pgku prostych). Okazuje sig¢ jednak, ze jesli przedmiot(y), ktory
podstawiamy za ,,obiekty zamierzone” modelu pierwotnego jest obiektem definiowalnym w
teorii pierwotnej, to odpowiednie relacje nie moga by¢ zdefiniowane w teorii pierwotnej i na
odwrot (wynika to z drugiego twierdzenia Godla). Modele takie sa ,,nieregularne”, w tym
sensie, ze relacje ,lezenia pomigdzy” i1 kongruencji sa ,,niewyrazalne” w jezyku pierwotnej
teorii. (W naszym przyktadzie metoda wyboru prostej z peku nie moze by¢ ,,uporzadkowana”,
tzn. odbywac¢ si¢ wedlug jakiej$ zasady lub cechy wyr6zniajacej proste na ptaszczyznie, o
ktorej ,,da si¢ opowiedzie¢” w jezyku pierwotnej teorii, opisujacej plaszczyzng.) Istnieje
szereg dalszych prawidtowosci, jakim podlega zmiana przedmiotow w modelu i przejscie do
innego modelu intuicyjnego.

Czytelnik z tatwoscia zauwazy, ze ,rachunki poje¢” (concept calculus) Friedmana sa
zwiazane z analiza modeli intuicyjnych i, czesto, sa ich szczegbdlnym przypadkiem.
Podstawowa cecha modeli intuicyjnych jest mozliwos¢ ich budowy i1 postugiwania si¢ nimi
bez uprzedniej formalizacji. Model intuicyjny dostarcza ,,intuicyjnej interpretacji” danej
teorii. Dla danego typu przedmiotow istnieje wiele roznych modeli intuicyjnych; por.
przyktad z ,prosta”. Modele tego rodzaju sa jedna z platonskich metod badania
matematycznego.”' Sa one takze istotne w matematyce gtownie dlatego, ze matematycy

231, V. Pambuccian Groups and plane geometry, Studia Logica 81, 2005, s. 387-398, J. van Benthem, D. Pearce
A mathematical characterization of interpretation between theories, Studia Logica 43(3), 1984, s. 295-303, W.
M. Farmer Theory interpretation in simple type theory, Lecture Notes In Computer Science 816, 1993, s. 96-123,
J. Waszkiewicz The notion of isomorphism and identity for many-valued relational structures, Studia Logica 27,
1971, s. 93-98, etc. Pojgcie interpretacji pierwszy $cisle zdefiniowat A. Tarski, chociaz, z historycznego punktu
widzenia, byto uzywane od dawna; por. A. Tarski Undecidable theories, in collaboration with A. Mostowski and
R. M. Robinson. Amsterdam, North Holland Publishing Company, 1953, s. 20-23. W sprawie zastgpowania
jednych obiektow matematycznych innymi, por. Z. Semadeni Zjawisko zastepowania jednych obiektow
matematycznych przez inne obiekty o tej samej nazwie, Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Seria
V: Didactica Mathematicae 30, 2007, s. 1-39.

1 Sa one ,platofiskie” w sensie platonizmu jako metody badania w matematyce; por. Z. Krol Platonizm
matematyczny i hermeneutyka, Wyd. IFiS PAN, Warszawa 2006. Nalezy takze podkresli¢ dydaktyczna
przydatnos¢ modeli intuicyjnych; por. Z. Semadeni Zjawisko zastepowania jednych obiektow matematycznych
..., Op. cit.



pracuja zawsze w jakim§ modelu intuicyjnym. Z twierdzen limitacyjnych wynika, zZe
matematyka jest formalizowalna tylko lokalnie: dla kazdej matematycznej struktury istnieje
jej ,zewnetrze”, czyli inna formalna struktura z odpowiadajaca jej formalna teoria.” Modele
intuicyjne pozwalaja bada¢ zwiazki pomigdzy takimi r6znymi teoriami w nieco inny, niz w
teorii kategorii sposob. Przyktadami modeli intuicyjnych sa ,,jezyk” teorii (przedmiotami sa
tutaj symbole posiadajace roézny ksztalt, niezdefiniowany w danej teorii), arytmetyzacja
sktadni, interpretacja logiki klasycznej 1 intuicjonistycznej w topologii, modele w toposach,
itd. Geometrie nieeuklidesowe powstaty najpierw jako pewne modele intuicyjne. (Na
przyktad, mozna zamieni¢ ,,przestrzen euklidesowa” i ,,prosta euklidesowa” przez ,,sfer¢” i
,koto wielkie sfery” (geometria eliptyczna).)

Analiza modeli intuicyjnych pozwala wykry¢ szereg wukrytych zalozen, przyjmowanych
bezwiednie w roznych formalnych teoriach. Wobec mozliwosci istnienia czesciowych
podstawien przedmiotéw za ,,wyjsciowe” obiekty danej teorii (tj. podstawien tylko za
niektore ,,punkty” lub podstawien ré6znych rodzajéw przedmiotéw za jednorodne ,,punkty”) i
tym samym niejednorodnych modeli intuicyjnych, wida¢, ze takim zatozeniem jest
przekonanie o intensjonalnej jednorodnosci dziedziny modelu. (Jest to nieco inna sytuacja niz
rozpatrywana w many-sorted logics.)

Definicja prawdy Tarskiego jest kolejnym przyktadem uzycia modelu intuicyjnego: po
odpowiednich ,podstawieniach” dochodzimy do wniosku, ze formulujac te¢ teorig
pracowaliSmy w pewnym modelu intuicyjnym: ,,jezyk”, ,,spelnianie”, ,,prawda”, ,,metajezyk”
itd., to pewne przedmioty, a rzeczywiste ich wlasno$ci matematyczne dotycza
homomorfizméw pomiedzy ,punktami” w sensie algebry abstrakcyjnej.” Dopiero
algebraizacja teorii prawdy w jezyku ,punktowej” algebry abstrakcyjnej, ujawnia
»przedmiotowy charakter” poje¢ uzywanych w teorii prawdy typu Tarskiego (nazywam to
otoczkq intensjonalng).

Matematyka potrzebuje nowej teorii prawdy intensjonalnej.™*

Modele intuicyjne maja wielkie znaczenie w teorii zbioréw. Mozna podaé szereg typow
takich modeli dla teorii mnogo$ci.”> Dodatkowo, mozna przy ich pomocy analizowaé scisle
wyobrazenia 1 intuicje, jakie — czg¢sto jedynie implicite — towarzysza pracy matematykow.
Przykladem tego moze by¢ powiazanie intuicji zbioru w ZFC 1 innych ekstensjonalnych
teoriach zbioru z intuicyjnym modelem geometrycznym, w ktorym elementy zbioru sa
punktami w pewnym obszarze geometrycznym. Identycznos$¢ elementéw definiujemy jako
,bycie w tym samym miejscu” a ich r6znos¢ jako ,,bycie w innych miejscach”. Mozna poda¢

22 Stosunkowo nowym jest - udowodnione przez J. Krola - ograniczenie w teoretycznej mozliwosci konstrukceji
nieskonczonego ciagu formalizacji: klasyczny jezyk — klasyczny metajezyk — klasyczny meta-metajezyk itd., dla
pewnych klasycznych obiektow matematycznych (np. gladkich rozmaito$ci rézniczkowalnych): jesli caty
.kompleks” ma by¢ niesprzeczny i calkowicie sformalizowany, musimy na pewnym poziomie przyja¢, ze ,,meta-
srodowisko” jest intuicjonistyczne.

2 Por. H. Rasiowa, R. Sikorski The mathematics of metamathematics, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1963.

* Teoria prawdy Tarskiego opiera si¢ na takiej intensjonalnej teorii, gdyz prawdziwos¢ relacji w modelu, ktorym
odpowiadaja zdania atomowe, nie jest w niej definiowana. Dlatego, teoria Tarskiego jest trywialna w sensie, jaki
nadaje temu wyrazeniu prof. A. Grzegorczyk: Tarski definiuje tylko jak przyjetq i rozpoznang prawdziwo$¢ zdan
atomowych przenie$¢ na zdania zlozone w jezyku rachunku predykatéw. Podobnie ,.trywialne” sa inne waluacje,
na przyktad w toposach, czy semantyki Kripkego.

» Do podobnych wnioskéw doszedt R. McNaughton; por. R. McNaughton Axiomatic systems, conceptual
schemes, and the consistency of mathematical theories, Philosophy of Science 21, 1954, s. 44-53 oraz tenze:
Conceptual schemes in set theory, Philosophical Review 66, 1957, s. 66-80.
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odpowiadajacy temu concept calculus opisujacy te relacje. Zwykle nasze wyobrazenia
matematyczne, z jakich korzystamy przy czytaniu ,tekstu” z teorii zbiordw czy teorii
kategorii, dotycza ,.kropek” w pewnej ,lokalnej rozpostarto$ci przestrzennej” (por. takze
diagramy Venna).”® Sa to przedmioty, gdyz zadne wiasnosci takiego wyobrazenia (np.
przestrzenne) nie s3 okreslone formalnie, a wlasno$ci formalne sa interpretowane w takim
modelu intuicyjnym.

Istnieje wiele sytuacji, gdzie ze zdumieniem stwierdzamy istnienie glgbokich zwiazkow
pomiedzy (pozornie) catkowicie niezaleznymi teoriami; por. hipotez¢ Maldaceny, zasadg
holograficzna w mechanice kwantowej i tzw. Ads/CFT correspondence.”’

Mozemy teraz sprobowac odpowiedzie¢ na postawione wyzej pytania. Istnieja co najmniej
dwie, fundamentalne cechy wspolne dla r6znych formalnych koncepcji zbioru. Po pierwsze,
wszystkie koncepcje zbioru — zarowno teoriomnogosciowe jak i kategorialne — dotycza
,»punktoéw” a nie obdarzonych realnymi wiasnosciami przedmiotow. Przyjmuje sig, ze kazda
struktura ztozona z przedmiotoéw da si¢ przedstawi¢ w modelu ,,punktowym”. Druga wiasnos¢
mozna najlepiej scharakteryzowa¢ jako ekstensjonalnos¢ w  semsie  kryterium
nierozroznialnosci Leibniza.

Musz¢ w tym miejscu doda¢ kilka dalszych wyjasnien. Teorie te sa ,,punktowe” (dotyczy to
takze bezpunktowych topologii locales 1 innych tego typu), gdyz posiadanie danej wlasnosci
przez element struktury, w ktorej interpretujemy dana formalna teorig¢, modelowane jest w
sposob konwencjonalny. Przy waluacjach w zbiorach ,,punkt” (element modelu) ma dana
wlasnos¢ jesli nalezy do dziedziny danej relacji. ,,Sam z siebie” nie jest jednak no$nikiem
zadnych ,,rzeczywistych” wlasno$ci. Jedyne rzeczywiste jego wtasnosci — tez relacyjne(!) — to
,bycie identycznym z ...” i ,,bycie r6znym od ...” innego punktu (najczg¢sciej interpretowane
w ,.kropkowym” modelu intuicyjnym: kazdy zbidr jest zbudowany z punktéw lub z obiektow,
ktore zawieraja punkty).

Czy kazdy model intuicyjny podlega formalizacji w jezyku ,,punktow”? (Nie. Antynomig
Russella mozna zinterpretowaé jako dowéd tego faktu.)*®

W wyniku analiz modeli intuicyjnych mozna poda¢ pewne uogoélnienie poj¢cia zbioru, ktére
nie prowadzi do antynomii Russella i wyjasnia takze, co rozumiem przez wspomniang
»ekstensjonalno§¢ w sensie Leibniza”. Musz¢ jednak najpierw doda¢ kilka kolejnych
wyjasnien.

Dla realizacji naszego celu nalezy zwrdci¢ uwagg na fakt podwdjnej ekstensjonalnosci teorii
matematycznych: logicznej 1 specyficznej (lub pozalogicznej).

* Przykladami prac, ktorych wyniki formalne mozna wykorzysta¢ do rekonstrukcji odpowiednich modeli
intuicyjnych, prace A. Tarskiego Sentential Calculus and Topology 1 Foundations of the Geometry of Solids, (w:
Logic, Semantics, Metamathematics, Papers from 1923 to 1938 by Alfred Tarski, J. H. Woodger, J. Corcoran
eds., Oxford University Press, 1983, s. 421-454 i 24-29); por. takze R. Epstein i L. W. Szczerba Relatedness and
interpretability, Philosophical Studies 36, 1979, s. 225-231.

27 “We show unexpected connection of Set Theoretical Forcing with Quantum Mechanical lattice of projections
over some separable Hilbert space”; por. J. Krol Set Theoretical Forcing in Quantum Mechanics and AdS/CFT
Correspondence (http://www.springerlink.com/content/hpOu23udp3280476/) oraz J. Kr6l Model Theory and the
Ads/CFT Correspondance (http://arxiv.org/abs/hep-th/0506003 ): “Renormalization in gravity-field theory limit
of AdS/CFT correspondence is reformulated in terms of exotic R"4's.” (!).

* Por. Z. Krol Non-formal analysis of the concept of set: hidden assumptions of set theory (w druku).

11



Ekstensjonalnos¢ logiczna oznacza inwariantno$¢ twierdzen danej teorii wzgledem
podstawien za zmienne w WFF formutach (well-formed formulae) wyrazen rownowaznych
logicznie. Ré6wnowazno$¢ taka jest okreslona przez aksjomaty logiczne teorii i zalezy od
uzytego systemu logiki, a inwariantno$¢ formut w stosunku do podstawien wyrazen
rownowaznych mozna (najczesciej) udowodni¢ metasystemowo (samo twierdzenie jest
wowczas teza danej teorii). ,,Inwariantno$¢” oznacza roéwnowazno$¢ logiczna w danym
systemie wyj§ciowego wyrazenia z wyrazeniem otrzymanym w wyniku podstawienia za
pewne zmienne wolne wyrazen réwnowaznych logicznie. Ekstensjonalno$¢ logiczna jest
$cisle zwiazana z identycznos$cia pewnych obiektéw w danej teorii. Identycznos¢ jako relacja
rownowaznosci dookresla kiedy mamy do czynienia z formutami rownowaznymi logicznie.
,Identyczno$¢” przyjeto sig traktowac jako czg$¢ aparatu logicznego teorii, wydaje sig jednak,
ze ma ona wiele wspodlnego z nastepnym rodzajem ekstensjonalnosci.

Drugi rodzaj ekstensjonalnosci dotyczy ekstensjonalnosci specyficznej, a polega na
sformutowaniu, ktore obiekty specyficzne (pozalogiczne) uznajemy =za identyczne
(rownowazne specyficznie). Takie identyczne obiekty mozemy podstawia¢ wzajemnie (W
okreslonych przez reguly podstawiania warunkach) w WFF, a otrzymane w wyniku
podstawienia formuty uznajemy (na mocy pewnego aksjomatu) za rownowaznie logicznie.
Zadanie ekstensjonalnosci specyficznej, jako nie wynikajacej z aksjomatow logicznych teorii,
odbywa si¢ najczesciej poprzez podanie oddzielnego aksjomatu ekstensjonalosci, takiego jak
na przyktad Aksjomat 1. Sformalizowana teoria matematyczna nie musi jednak posiadac¢
aksjomatow ekstensjonalnosci specyficznej (por. arytmetyke Peano PA, gdzie dwa napisy
uznajemy za ,,réwne” (identyczne), gdy oznaczaja te¢ sama liczbg), gdyz czgsto sa one zbgdne,
zwlaszcza jesli wystepuja tam aksjomaty identycznosci. Oczywiscie obecno$¢ aksjomatow
identycznosci nie przeszkadza wprowadzeniu do teorii ekstensjonalno$ci specyficznej, jak to
wida¢, na przyktad, w ZFC.

W pewnych typach teorii, np. w non-well-founded sets®, aksjomaty specyficzne narzucaja
bardzo mocne warunki ekstensjonalnosci specyficznej. Tak jest z AFA (Anti-Foundation
Axiom), ktory stwierdza, ze kazdy graf ma tylko jedna dekoracj¢ (decoration). Oprocz
specyficznej tresci, ktora postuluje istnienie, poza ,,normalnymi” zbiorami, takze zbioréw
typu ,x[x”, czy nieskonczonych serii ,,... xUylz[Ou” (1 oczywiscie wielu innych),
doprowadza do identyfikacji szeregu struktur. Z AFA wynika, na przyktad, zZe istnieje tylko
jeden zbior typu ,,x(x” oraz, ze uniwersum ¥ jest silnie ekstensjonalne.*

W klasycznych teoriach zbioréw aksjomaty ekstensjonalnosci specyficznej mozna
formutowa¢ w rézny sposob i mozliwosci te sa zwiazane ze sposobem wprowadzenia relacji
identycznosci w danej teorii (por. A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Lévy Foundations of set
theory, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics vol. 67, North-Holland
Publishing Company, Amsterdam, London 1973, dalej: [FBH-L 1973], s. 22-30). Oczywiscie,
w teoriach zbioréw z klasami (np. NBG - system von Neumanna-Bernaysa-Godla®'), nalezy
modyfikowaé (w elementarny sposob) aksjomaty ekstensjonalnosci specyficznej dla zbioréw
(czyli nasz Aksjomat 1), aby stwierdzaly identycznos¢ pewnych klas. Podobnie jest w ZFA
(teorii zbioréw Zermelo-Fraenkela z atomami).

¥ Por. P. Aczel Non-well-founded sets, Lecture Notes Number 14, CSLI (Center for the Study of Language and
Information), Leland Stanford Junior University U.S.A 1988.

39 por, Aczel, op. cit., rozdziat 11, s. 19-31.

3! Por. T. Jech Set T heory, Academic Press, N. York, London 1978, s. 76-77.
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Matematyka wspolczesna jest prawie catkowicie ekstensjonalna. Kazda klasyczna teoria
matematyczna jest ekstensjonalna zardwno logicznie jak i specyficznie. Tylko niektére teorie
matematyczne staraja si¢ uwzglednia¢ — w bardzo ograniczonym zakresie — intensjonalnos$¢, a
odbywa si¢ to najczgs$ciej przy tendencji do zachowania ekstensjonalnosci logiczne;.
Ewentualne zmiany i ograniczenia dotycza przewaznie ekstensjonalnosci specyficznej.”

Kazdy z klasycznych systemow teorii zbioréw opisanych w [FBH-L 1973] jest ekstensjonalny
logicznie i1 specyficznie.

Ekstensjonalna logicznie i specyficznie sa teoria kategorii i1 kategorialne teorie mnogosci. W
teorii kategorii zbadano zwiazki ekstensjonalnos$ci specyficznej z wewngtrzna logika teorii.
Wyjasniono tam m.in., ze kazdy well-pointed (kategorialna wersja aksjomatu
ekstensjonalnosci®®) topos jest biwalentny, a jesli jest well-pointed, to jest klasyczny, itd.
Wyjasniono takze zwiazki ekstensjonalnosci z aksjomatem wyboru (AC). Na przykiad,
wiemy, ze jesli topos jest boolowski (tj. klasyczny) i prawdziwa jest w nim kategorialna
wersja aksjomatu wyboru, to jest stabo ekstensjonalny oraz, ze topos jest well-pointed wtedy 1
tylko wtedy, gdy jest klasyczny, biwalentny i spetlnia kategorialna wersj¢ AC. Logika
toposéw, ktoére w naturalny sposob sa modelami dla logik wyzszych rzedow, jest Scisle
ekstensjonalna; por. Logic of topos, M. P. Fourman s. 1053-1090 w: J. Barwise ed., Handbook
of Mathematical Logic, North-Holland 1977.

Historia zagadnienia konstrukcji jezykow sformalizowanych jest istotna dla ukonstytuowania
si¢ pewnych cech uzywanych obecnie jezykow sformalizowanych i teorii zbiorow. Pierwsza
systematyczna praca (obok prac Boole’a®®) — chyba najwazniejsza praca w dziejach logiki —
po$wigcona temu zagadnieniu [Frege 1879]%°, opisuje budowe jezyka sformalizowanego
wychodzac od analizy istniejacych w jezyku potocznym - a wigc zastanych - wyrazen
zlozonych.*® Bardziej formalnie przejawia sie to w jednej z najwazniejszych zasad filozofii
Fregego: ,,sens wypowiedzi okre§la sens poszczegdlnych i mniejszych jej sktadnikow”.
Wspotczesnie budowe jezyka przeprowadza sig ,,od dotu”, tj. wychodzac od pewnych
elementarnych wyrazen, pokazuje si¢ jak z nich tworzy¢ wyrazenia ztozone. Podejscie
Fregego jest doskonatym przykladem podej$cia hermeneutycznego w matematyce, ktore
polega na analizie pewnej zastanej sytuacji matematycznej. Kazde naprawde nowe 1 wielkie
odkrycie w dziejach matematyki pojawia si¢ wtasnie na tej drodze. Po takim odkryciu mozna
juz zapomnie¢ o rzeczywiste] drodze, na jakiej zostalo ono uzyskane 1 dla potrzeb

32 7 préb podania intensjonalnych teorii zbior6w wymieni¢ nalezy: R. Hinnion Intensional Positive Set Theory,
Reports on Mathematical Logic 40, 2006, s. 107-125, P. C. Gilmore An intensional type theory: motivation and
cut-elimination, Journal of Symbolic Logic, 66, 2001, s. 283-400 oraz program matematyki intensjonalnej (por.
S. Shapiro ed., Intensional Mathematics, North Holland Publishing Company, New York 1984). Por. takze P. T.
Johnstone, 1983, The point of pointless topology, Bulletin of the American Mathematical Society 1983, 8(1), s.
41-53.

* Istnieja rozne i nierownowazne sformutowania.

3 Por. G. Boole An Investigation of the Laws of Thought, on Which are Founded the Mathematical Theories of
Logic and Probabilities, http://www.gutenberg.org/etext/15114.

%> 1879. Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens. Halle a. S.,
Louis Nebert. (Ttumaczenie angielskie: Concept Script, a formal language of pure thought modelled upon that of
arithmetic, by S. Bauer-Mengelberg in Jean Van Heijenoort, ed., 1967. From Frege to Godel: A Source Book in
Mathematical Logic, 1879-1931. Harvard University Press; dalej: [Heijenoort 1967]).

36 Frege byl wyraznie §wiadomy tej réznicy: “I do not start from concepts in order to built up thoughts or
propositions out of them; rather, I obtain the components of a thoughts by decomposition of the thought”
(wypowiedz Fregego z 26 lipca 1919 roku; cytuje za [Heijenoort 1967] s. 1). Przeciwnie postepuje Tarski
budujac teori¢ prawdy w naukach dedukcyjnych.
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podrecznikowej jasno$ci wystarczy poda¢ wypreparowana konstrukcjg ,,logiczna”, pomijajac
zbedne (intensjonalne) uzasadnienia.

Frege konsekwentnie abstrahuje od sposobu formutowania sensu wypowiedzi i pokazuje, ze
w logice (i matematyce) istotna jest jedynie prawdziwos¢ lub falszywos$¢ zdan. Formutujac
logike jako logike¢ prawdziwosciowa, mogt stwierdzi¢, ze z punktu widzenia logiki istnieja
tylko dwa przedmioty: Prawda i Falsz. Oznacza to, ze logika zajmuje si¢ tylko tymi
wypowiedziami, o ktérych mozemy jednoznacznie stwierdzi¢, ze sa albo prawdziwe, albo
falszywe.

To przekonanie, ktorego zrodel mozna doszukiwaé si¢ u B. Bolzano®’, mialo kolosalny
wplyw na cala pofregowska matematyke 1 logikge. Zdecydowalo ono bowiem o
ekstensjonalnym charakterze matematyki wspotczesnej. Logika zdan w ujgciu Fregego
abstrahuje od (intensjonalnego) sensu wypowiedzi. Formalnie mozemy dla niej zbudowac
zero-jedynkowe modele, lub dwuwarto$ciowe tablice prawdziwosciowe. Sprawa ta — niejako
mimowolnie — przesadzila o ekstensjonalnosci takze logiki predykatow. Wyrazenia
rownowazne logiczne traktuje si¢ jako ,,majace to samo znaczenie” i1 dlatego zastapienie
(podstawienie) jednego z nich innym réwnowaznym, nie moze wplywaé¢ na prawdziwos¢
calego wyrazenia. We wspotczesnych wersjach logiki predykatow mozna bez trudu
udowodni¢ twierdzenie o ekstensjonalno$ci wyrazen logicznych.

Ekstensjonalno$¢ byta takze jednym z filarow no$nych programu logicyzmu. Z kolei, fiasko
logicyzmu udowodnito, ze dla potrzeb rekonstrukcji matematyki nie wystarcza tylko logiczne
podstawy 1 trzeba dotaczy¢ do czystej logiki takze pewne wypowiedzi majace jakie$
(pozalogiczne) ,,znaczenie” (np. wyrazenia zawierajace relacj¢ nalezenia do zbioru). Powstaty
nasze teorie pierwszego (i innych) rzedu, gdzie obok aksjomatow logicznych mamy
aksjomaty specyficzne (prekursorami byli Hilbert 1 Godel). Obecnie takie teorie traktuje sig
jako ,,dogodne narze¢dzia”, zapominajac o ogromnych wysitkach, ktore pokazaly, ze jest to
pewna konieczno$¢ matematyczna, wynikajaca z niemozliwosci wyeliminowania wypowiedzi
specyficznych, niosacych pewna tres¢ pozalogiczna.

Latwo dostrzec, ze aksjomat komprehensji (Aksjomat 2) jest sprzeczny na mocy
ekstensjonalnosci logicznej: w dowodzie sprzeczno$ci tego aksjomatu nie korzystamy z
ekstensjonalnosci specyficznej (Aksjomat 1).

Wiadomo takze, ze czgSciowe ograniczanie ekstensjonalno$ci specyficznej nie pozwala na
uniknigcie antynomii Russella.*®

Analiza ukrytych, intuicyjnych zatozen i intuicyjnych modeli dla teorii zbioréw pozwala na
podanie pewnego nowego modelu intuicyjnego. Kodyfikacja formalna takich intuicji
doprowadza to teorii, w ktérej] mozemy poslugiwaé w sposob nieograniczony aksjomatem
komprehensji.*

Mozemy wyobrazi¢ sobie zbior jako obiekt (przedmiot) ztozony z dwoch ,,warstw”:
elementoéw 1 otoczki. W ekstensjonalnych teoriach zbioru zaktada sig, ze z danych elementow

7 Por. B. Bolzano ,Bernard Bolzano’s Grundlegung der Logik. Ausgewdhlte Paragraphen aus der
Wissenschsftslehre, Band I und Band II mit erginzenden Textzusammenfassungen einer FEinleitung und
Registern herausgegeben von Friedrich Kambartel., Philosophische Bibliothek Band 259, Felix Meiner,
Hamburg 1963.

38 por. R. Hinnion Intensional Positive Set T} heory, Reports on Mathematical Logic 40, 2006, s. 107-125.

% Por. Z. Krol Non-formal analysis of the concept of set: hidden assumptions of set theory (w druku).
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mozemy utworzy¢ tylko jeden zbior. Istnieje wigc wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢
pomiedzy zbiorem 1 jego elementami. Sposéb ,,wiazania” elementow w zbior lub ,,powod”,
dla ktorego elementy ,trafiaja” do danego zbioru, sa catkowicie nieistotne. Zwykle jednak
myslimy o pewnych przedmiotach, obdarzonych rzeczywistymi cechami. I chociaz zbiory
,ludzi” oraz ,,0s6b na Ziemi” (lub zbidr rozwiazan rownania z wielkiego twierdzenia Fermata
1 pewnej grupy — powiedzmy dwumianéw) sa identyczne z ekstensjonalnego punktu
widzenia, to tworzymy je z intensjonalnie innych powoddéw. Ich ekstensjonalne wiasnosci,
takie jak rownolicznos$¢, sa wtorne. W ,,nowej intuicji zbioru” zbiory sa identyczne, gdy maja
identyczne nie tylko elementy, ale i ,,otoczki”. Oczywiscie, rolg ,,otoczki” moga speiniaé
wlasnosci 1 pojecia. W jezyku pierwszego rzedu oznacza to koniecznos$¢ indeksowania takich
zbioréw poprzez wyrazne wskazanie formuly, ktéra wiaze elementy w zbior. Nie trzeba tez z
gory zaktada¢ (cho¢ mozna i1 nie prowadzi to do sprzecznosci), ze formutom logicznie

rownowaznym odpowiadaja identyczne ,,otoczki”.*

II1. Zakonczenie.

Rozwazania nad rozwojem pojecia zbioru chciatbym zakonczy¢ bardzo ogolna refleksja
dotyczaca rozwoju matematyki jako catosci.

Wspotczesna wiedza matematyczna, zupelnie podobnie jak matematyka dawniejsza, nie moze
obejs¢ si¢ bez niesformalizowanych, intuicyjnych procedur i sposobow postgpowania.
Istniejace ramy pojeciowe takie, jak na przyktad system teorii zbiorow Zermelo-Fraenkela
czy uzycie jezykow sformalizowanych, okazuja si¢ bardziej historycznie niz rzeczowo
umotywowane.41

Staje si¢ to wyrazne po podaniu miejsc ,,rozdwojenia” we wspotczesnych sformalizowanych
teoriach. ,,Rozdwojenia” sa obecne w matematyce prawie od jej poczatku i nie dotycza tylko
wiedzy sformalizowanej.” Przykladem rozdwojenia moze by¢ intuicyjne przekonanie o
bezwarunkowej obowiazywalnos$ci piatego postulatu Euklidesa ,,0 prostych rownoleglych”
lub przekonanie, ze sa tylko dwie wartosci logiczne.” Rozdwojeniem jest takze obecne w
przekonaniu, ze jest mozliwa tylko jedna uniwersalna relacja nalezenia do zbioru.** W

%W teoriach zbioru zwykle wprowadzamy rézne obiekty, ktore nie sa zbiorami (takie jak indywidua lub zbior
pusty). Robimy to na zasadzie konwencji lub uznajac, ze ,,zbiér” mozna zdefiniowaé podajac odpowiednie
operacje tworzenia zbioréw. Na przyktad, w ZFC na mocy aksjomatow wyrdzniania i nieskonczonosci
(stwierdzajacego istnienie przynajmniej jednego zbioru), istnieje zbior pusty, ktory w intuicyjnym sensie nie jest
zbiorem. Dodatkowo, w ZFA odr6zniamy zbidr pusty od innych indywiduow. Zaktadamy, ze wynik kazdej
takiej operacji jest ,,zbiorem”. Bardziej podstawowe od pojgcia zbioru jest pojecie obiektu (nie nalezy tego
rozumie¢ w sensie teorii kategorii), ktére pozwala zachowac te odroznienia. [W ,,nowej intuicji zbioru” mozna
rozwazy¢ obiekty ztozone z samych ,,otoczek”.] Na podstawie analizy odpowiednich modeli intuicyjnych mozna
pokaza¢, ze ,nie wszystko jest zbiorem” w matematyce, a nawet w samej teorii zbiorow. Istnieje mozliwos¢
sformutowania czystej teorii zbiorow bez jakichkolwiek innych obiektow.

*I' Por. P. Maddy Believing the axioms. I, Journal of Symbolic Logic 53, 1988, s. 481-511.

* Por. Z. Kr6l The Emergence of New Concepts in Science. W: A. P. Wierzbicki, Y. Nakamori, eds., Creative
Environments: Issues for Creativity Support for the Knowledge Civilization Age, Springer Verlag, Berlin-
Heidelberg, 2007 , s. 415-442.

# Rozdwojenie jest wigc zdeterminowane historycznie: dzisiaj nikogo nie dziwia boolean valued models
(uwazane sa za klasyczne) i local set theories; por. np. J. L. Bell Toposes and Local Set Theories, Clarendon
Press, Oxford 1988. Por. tez C. C. Chang The axiom of comprehension in infinite valued logic, Mathematica
Scandinavica, 13, 1963, s. 9-30.

4 Pokazuja to np. double extension set theory; por. Z. Krél Non-formal analysis of the concept of set: hidden
assumptions of set theory (w druku), R. Hinnion “About the coexistence of classical sets with non-classical
ones: a survey”, Logic and Logical Philosophy, 11, 2003, s. 79-90, M. Randall Holmes 'The structure of ordinals
and the interpretation of ZF in double extension set theory, Studia Logica (http://math.boisestate.edu/~holmes/ ,
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,rozdwojeniu” intuicyjnie 1 aktualnie prezentowana jest tylko jedna apodyktycznie oczywista
mozliwos¢. Inne mozliwosci sa bierne (nieaktywne). Ich ,bierno$¢” polega na tym, ze nie
wywieraja rzeczywistego wptywu na nasze rozumowania i sa tylko czysto teoretycznymi
mozliwosciami. Innymi przyktadami rozdwojen sa: hipoteza kontinuum (CH), przekonanie,
ze kazdy zbior mozna dobrze uporzadkowaé, ekstensjonalno$¢ logiczna i1 specyficzna lub
wczesniejszy aksjomat stwierdzajacy, ze ,,czg$¢ jest mniejsza od catosci”. Formalnym
wyrazem rozdwojen jest niezalezno$¢ pewnych ,,prawd matematycznych” od dobrze
ugruntowanego, juz sformalizowanego ,kontekstu”, tj. teorii sformalizowanej. Jesli
matematyk lub spoteczno$¢ matematykow podaza tylko jedna $ciezka rozdwojenia, oznacza
to, ze wybor taki nie jest okreslony przez formalna strukturg teorii 1 explicite podane reguly
postgpowania. Takie ukryte zalozenia i ,orozdwojenia” istnieja takze w sformalizowanych
teoriach zbiorow 1 sa czgscia tzw. horyzontu hermeneutycznego matematyki.

Powstanie wspotczesnych systemow podstaw matematyki wynikato z trudnosci przed jakimi
znalazta si¢ matematyka. Kulminacja trudno$ci przejawia si¢ w postaci tzw. kryzysu. W
systemach tych chodzito o podanie niepodwazalnej i wolnej od sprzecznos$ci bazy wyjsciowe;j
(fundamentu) aktualnie znanej wiedzy matematycznej. Tymczasem, rownie wielki problem,
jaki do tej pory nie znalazl jeszcze w pelni opisu 1 wyjasnienia, to zagadnienie praktyki
badawczej w matematyce i zwiazana z tym analiza preformalnej wiedzy matematycznej,
bedacej nie tylko punktem wyjscia dla tworzenia wiedzy matematyczne] (takze z
historycznego punktu widzenia), lecz caly czas dookreslajacej nawet (pozornie) najbardziej
sformalizowane ,rachunki”. Do tej pory nikomu nie udalo si¢ catkowicie aktualnie
sformalizowaé cho¢by tylko jeden, maty fragment matematyki.*

Teoria zbiorow, teoria kategorii, intuicjonizm, matematyka intensjonalna itp., probuja
analizowaé rzeczywista praktyke matematyczna. Na przykltad, w matematyce intensjonalnej*
opisuje si¢ réznicg pomigdzy stadium sformalizowanym a preformalnym w terminach
pewnych (ograniczenie intensjonalnych) predykatow epistemicznych: nieformalne stadium
wyjsciowe postuguje si¢ ,,logika epistemiczng”.

Przynajmniej niektére z tzw. kryzysOw w matematyce byty spowodowane przez okre§lone
postawy - czasem nie w pelni uswiadomione - wzgledem tego, co uznaje si¢ za podstawe
matematyki. Inaczej moéwiac, bledne przekonania w kwestii ,,czym jest matematyka”
doprowadzaja czgsto do sytuacji kryzysowej w matematyce.

Pierwsza =z takich sytuacji kryzysowych, wywolana przez odkrycie wielko$ci
niewspolmiernych w starozytnej Grecji, powstata w wyniku konfliktu pomigdzy explicite
sformutowanym przez pitagorejczykdéw przekonaniem, ze ,,wszystko jest liczba” a zastana
sytuacja matematyczna.'’ Dowod niewspotmiernosci pewnych wielkoéci geometrycznych, np.
boku kwadratu z jego przekatna, nie byl — jak obecnie czgsto si¢ interpretuje na podstawie

w druku), A. Kisielewicz Double extension set theory, Reports on Mathematical Logic, 23, 1989, s. 81-89, A.
Kisielewicz A very strong set theory?, Studia Logica 61, 1998, s. 171-178, etc.

* Powodow jest wiele, ale jeden mozna krotko przedstawic: zeby scisle sformalizowaé jakis jezyk, nalezy miec
$cisle sformalizowany metajezyk. Jednakze, do formalizacji metajgzyka potrzebna jest formalizacja meta-
metajgzyka, itd. O ile wiem, nikt tego jeszcze nie dokonatl aktualnie. Na pewnym poziomie musimy postuzy¢ sig
pewnymi przedmiotami w sensie modeli intuicyjnych. Zwykle dzieje si¢ tak juz na poziomie jezyka danej teorii,
gdyz operujemy nieformalnym metajgzykiem.

* Por. S. Shapiro, op. cit.

4 Por. Krél Z. Apologia matematyki pitagorejskiej, Przeglad Filozoficzny, 2, 2007, s. 1-12. Analogiczna sytuacja
byla z teza logicyzmu, ze ,,wszystko jest logika”.
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rekonstrukcji opartej na tekécie Arystotelesa®™ - dowodem nie wprost, pokazujacym tylko
niewspotmierno$¢ pewnych wielkosci geometrycznych, lecz byt dowodem ukazujacym
istnienie przynajmniej dwoch roznych rodzajoéw wielkosci w matematyce. ,,Nie wszystko jest
liczba (naturalna).”

Matematyka nieustannie tworzona jest w horyzoncie hermeneutycznym nieaktowych,
niesformalizowanych przekonan, ukrytych ,,cichych zatozen (tacit knowledge), a zawarto$¢
tego horyzontu jest zmienna i inna w réznych epokach historycznego rozwoju matematyki.
Zawarto$¢ horyzontu i jego obecnos¢ ujawnia si¢ w wyniku metodycznej rekonstrukc;ji.

* Por. Analityki pierwsze 41a.
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